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PRÉFACE DE LA PREMIÈRE ÉDITION. 


ORIGINE ET BUT DE CET OUVRAGE. 


Des Leçons sur l’élasticité des corps solides font 
partie essentielle du Cours de Physique mathématique 
que je professe à la Faculté des Sciences de Paris. 
Plusieurs personnes très-compétentes, qui ont assisté 
à ces Leçons, me conseillent de les publier, et pen- 
sent que cet Ouvrage ne sera pas sans utilité. En sui- 
vant un conseil, dicté sans doute par une extrême 
bienveillance, je ne consulte pas mes forces : je cède 
à mes convictions sur l’importance et l’opportunité 
du sujet dont il s’agit. ’ ** 

La Physique mathématique, proprement dite, est 
unè.qréation toute moderne, qui appartient exclusi- 
' vemenPaux Géomètres de notre siècle. Aujourd’hui,^’ 

cette science ne comprend en réalité que trdîs'cha- 
■ • N-f . , ^ 

pitres, diversement étendus, qui soient traités ration-' 

nellèment ; c’est-à-dire qui ne s’appuient que sur des 

principes ou sur des lois incontestables^ Ces chapitres 

'Sont ! la théorie de l’électricité statique à la surface 

• I. ^ • 
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ORIGINE 


des corps conducteurs; la théorie analytique de la 
chaleur; enfin la théorie mathématique de l’élasticité 
des corps solides. Le dernier est le plus difficile, le 
moins complet; il est aussi le plus utile, à une époque 
où l’on veut’ apprécier l’importance d’une théorie 

T- 

mathématique par les résultats qu’elle peut fournir 
inimédiatement à la pratique industrielle. • 

lyAnalyse ne tardera pas, sans doute, à embrasser 
d’autres parties de la Physique générale, telles que la 
théorie de la lumière, et celle des phénomènes électro- 
dynamiques. Mais, on ne saurait trop le répéter, la 
véritable Physique mathématique est une science aussi 
rigoureuse, aussi exacte que la Mécanique rationnelle. 
Elle se distingue, par là, de toutes les applications 
qui s’appuient sur des principes douteux, sur des hy- 
pothèses gratuites ou commodes, sur des fohnules 
empiriques; le plus souvent ce ne sont là que des 
essais, que des calculs numériques au service d’une 
classification factice. - 

Cependant, la lenteur des progrès de la vfaie science 
oblige d’avoir recours à ce genre d’applications, pour 
' coo/donner les théories physiques, pour étudier et 
^comparer les moteurs, les machines, les projets de 
constructions de^^ toute sorte, pour jauger les cours 
d’eau, les conduites de gaz, etc. Malgré leur utilité 
actuelle, qui est iricôplestable, toutes ce^ théories 
empiriques, et partielles ne sont que des sciençes.d’at- 
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tente. Leur règne est essentiellement passager, inté- 
rimaire. Il durera jusqu’à ce que la Physique ration- 
nelle puisse envahir leur domaine. Elles n’auront plus 
alors qu’une importance historique. 

Jusqu’à cette époque, peut-être plus voisine qu’on 
ne le croit généralement, enseignons avec soin ces 
sciences d’attente, que d’habiles praticiens ont édi- 
fiées, afin de répondre aux besoins incessants des arts 
industriels. Mais ne les enseignons pas seules : tenons 
les élèves-ingénieurs au courant des progrès lents, 
mais àûrs, de la véritable Physique mathématique ; et, 
pour qu’ils puissent eux-mêmes accélérer ces progrès, 
faisons en sorte qu’ils connaissent toutes les ressources 
actuelles de l’Analyse. 

y C’est ce dernier but que je me propose, en publiant 
.'dés Leçons sur la Théorie mathématique de l’élas- 
iticité, considérée dans les corps solides. La Idble des 

J * 

matières, le commencement ou la fin de chaque Le- 
çon, les articles marqués d’un astérisque, indiquent 
suffisamment les objets traités, les théorèmes nou- 
\'eaux, leur importance et leur liaismi, sans qu’il soit 
■ nécessaire d’en parler ici. 
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LEÇONS 


SUfl LA 


THÉORIE MATHÉMATIQUE 

DE 

L’ÉUSTICITÉ DES CORPS SOLIDES. ' 


PREMIÈRE LEÇON. 

* 4 

De Pélasticilé. — Des corps solides homogènes. — Origine et principe de 
la théorie de Télasticité. — Des forces élastiques. 


> 

1. Définition de l'étasticité. — Lorsque les molécules 
de la matière constituent un corps ou un milieu, limité ou 
indéfini, les causes qui ont assigné à ces molécules leurs 
positions relatives sont en quelque sorte persistantes, ou 
, agissent continuellement; car, si quelque effort extérieur 
change un peu et momentanément ces positions, les mêmes 
causes tendent à ramener les molécules à leurs places pri- 
mitives, C’est cette tendance ou cette action continue que 
l’on désigne sous le nom éü élasticité . 

, L’élasticité a une limite. Quand l’effort extérieur a trop .. 
changé les positions relatives des molécules, ou lorsqu’il a 
trop longtemps exercé son action, le 'corps reste déformé; 
c’est-à-dire que les molécules ne reprennent pas leurs an- 
ciennes places et s’arrêtent dans de nouvelles positions. Les ^ _ 
déformations permanentes sont dues aux mêmes causes que v- 
l’élasticité, mais ce sont des effets d’une autre nature et que 
nous n’étudierons pas.' La plus grande intensité ou la plus 
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faible durée de l’efî'ort extérieur, qui n’atnène pas une dé- 
formation permanente, sert de mesure à la limite de l’élas- 
ticité. Cette limite est rapidement dépassée dans les fluides 
et certains corps solides, mais elle n’est réellement nulle 
pour aucun milieu. 

L’élasticité est donc une des propriétés générales de la 
matière. Elle est, en effet, l’origine réelle ou l’intermé- 
diaire indispensable des phénomènes physiques les plus 
importants de l’univers. C’est par elle que la lumière se 
répand, que la chaleur rayonne, que le son se forme, se 
propage et se perçoit, que notre corps agit et se déplace, 
que nos machines sc meuvent, travaillent et se conservent, 
que nos constructions, nos instruments échappent à mille 
causes de destruction. En un mot, le rôle de l’élasticité, 
dans la nature, est au moins aussi important que celui de 
• la pesanteur universelle. D’ailleurs la gravitation et l’élas- 
ticité doivent être considérées comme les effets d’une même 
cause, qui rend dépendantes ou solidaires toutes les parties 
matérielles de l’univers, la première manifestant cette dé- 
pendance à des distances considérables, la seconde à des 
distances très-petites. 


3. Définition des corps solides homogènes. — Dans le 
Cours aêtuel, nous n’étudierons les effets de l’élasticité que 
"sur les corps solides homogènes. Il importe de définir ici 
le genre d’homogénéité que nous admettons. On appelle 
homogène un corps formé par des molécules semblables, 
simples ou composées, qui ont toutes les mêmes propriétés 
physiques et la même composition chimique; nous suppo- 
sons, de plus, qu’elles occupent des espaces égaux, et nous 
appelons système moléculaire l’espace élémentaire et de 
. forme polyédrique qui appartient à chaque molécule pu 
qui’ la contient seule. D’après cela, les corps homogènes 
que nous considérons sont ceux dans lesqu^s une droite L, 


Digitized by Google 


SUR l’élasticité. 

(le longueur appréciable et de direction déterminée, tra* 
verse le mêrtie nombre n de systèmes moléculaires, en 

quelque endroit qu’elle soit placée-, le rapport ^ peut 

d'ailleurs varier avec la direction de la droite L. 

Cette définition de l’homogénéité embrasse les corps so- 
lides cristallisés, quelle que soit la forme, régulière, semi- 
régulière ou irrégulière, de leur inolécule intégrante; le » 

rapport ^ peut alors avoir des valeurs très-différentes, 

suivant les diverses directions. Dans les corps homogènes 
non cristallisés, tels que les métaux, le verre, on admet 

que le rapport ^ varie très-peu, ou ne varie pas sensible- 
ment; c’est-à-dire que ce rapport peut être considéré 
comme indépendant de la direction de L. Cette hypothèse 
exigeque n soit très-grand, quelque petite que soit la ligneL: 
car il est impossible de distribuer un nombre fini de points 

matériels, de telle sorte que le rapport ^ soit constant. Mais 

on Verra (ju’il peut exister, dans un corps solide, une telle 
distribution régulière des molécules, que les effets de l’é- 
lasticité soient complètement indépendants de la direction 
des axes de symétrie; lorsque ce mode de distribution a 
lieu, le corps solide est homogène et d'élasticité constante. 

Cette dernière définition ne repose sur aucune abstraction; 
et le nombre ti peut être quelconque, petit ou grand. 

Il importe souvent de considérer d’abord on corps solide 
dans son étal d’homogénéité absolue, avant qu’aucune ac- 
tion étrangère ait mis en jtru son élasticité ; que cette action 
provienne d’efforts exercés à la surface même du corps, ou 
qu’idle soit le résultat d’actions à distance. En un mot, 
l’état primitif supposé est celui du corps solide complète- 
ment libre, et même soustrait à l’action déf’ormalrice de l.-i 


Digitized by Google 



LIXONS 


pc.sanicur, lel qu’il serait, par exemple, en tombant libre- 
ment dans le vide. Un corps solide pesant, rendu immo- 
bile, n’est plus dans cet état d'bomogénéi té absolue; s’il est 
suspendu par un fil, ou placé sur un support, l’élasticité y 
a développé des forces intérieures et d’intensités différentes, 
qui maintiennent au repos ses diverses parties; en réalité, 
sa densité n’est plus-'uniforme. Toutefois, pour presque 
tous les corps solides^ pour ceux surtout que nous avons 
principalement en vue, îtf déformation qui résulte de l’ae- 
tion de la pesanteur sur ces corps seuls est tout à fait insen- 
sible; c’est-à-dire qu’en retournant l’un d’eux, pour le faire 
reposer successivement sur scs différentes faces, on ne peut 
distinguer aucune différence dans sa forme aux diverses 
stations. La théorie indique d’ailleurs en quoi consistent 
ces déformations, dont l’existence est réelle, et donne les 
moyens de .les calculer. Ces définitions et ces notions pré- 
liminaires étant établies, on peut aborder, comme il suit, 
la théorie mathématique de l’élasticité considérée dans les 
corps solides. 

3. Origine de la théorie de l'élasticité. — Dans la 
théorie de l’équilibre et du mouvement des corps solides, 
on considère ces corps comme ayant une rigidité parfaite ; 
on suppose que les distances des points d’application des 
forces restent invariables, quelque intenses que soient ces 
forces. Cette abstraction suffit pour les problèmes qu’on a 
en vue, et simplifie leurs solutions sans troubler leur ri- 
gueur, excepté dans quelques cas très-particuliers. Mais 
cette hypothèse laisse ignorer la loi suivant laquelle se 
transmet, d’une partie à l’autre du corps solide, l’influence 
réciproque qui fait détruire l’action d’une force par celle 
des autres ; c’est cependant un phénomène important et qui 
a ses limites, bien nécessaires à connaitre, puisque, quand 
les forces qui se fout équilibre par l’intermédiaire solide 
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acquièrent un degré sufûsanl d’inleiisité, le corps, après 
avoir plus ou moins changé de forme, finit par se briser. 
C’est la nécessité d’étudier ce phénomène et d’éviter, dans 
les constructions, les ruptures et les déformations perma- 
nentes, qui a donné naissance à la théorie mathématique 
de l’élasticité des solides, théorie que les géomètres ont 
étendue à la recherche des lois que suivent les petits mou- 
vements, ou les vibrations des milieux élastiques. 

Un corps solide peut être considéré comme le lieu géo- 
métrique d’un nombre infini de points matériels, lequel se 
distingue du reste de l’espace par plusieurs propriétés méca- 
niques. Lorsque le solide est à l’état de repos relatif, les 
points matériels qui le composent sont sollicités par des 
forces, ou nulles, ou qui se font équilibre. Mais, quand on 
exerce un effort à la surface, celle-ci entre en mouvement, 
l’ébranlement se communique aux molécules intérieures, 
le solide se déforme légèrement et se constitue bientôt dans 
un nouvel état d’équilibre. Ce phénomène, très-sensible 
sur -certains corps, exigerait des instruments délicats pour 
être constaté sur d’autres, mais il existe pour tous. Les 
points matériels placés à la surface, et qui reçoivent l’action 
immédiate d’une pression, transmettent cette pression aux 
k molécules intérieures du solide et éprouvent de leur part 

une pression égale, qui maintient leur nouvel équilibre j 
les molécules de la seconde couche exerceront sur les molé- 
cules placées à une plus grande profondeur une action ana- 
logue. Ainsi se propage, suivant une loi inconnue, la pres- 
sion exercée à la surface, jusqii’.à ce qu’elle soit détruite 
par un obstacle contre lequel s’appuie le solide. Quand la 
pression extérieure cesse, les pressions intérieures cessent 
aussi, et tout finit par rentrer dans l’état primitif, si toute- 
fois l’ellort extérieur n’a pas dépassé une certaine limite. 

Soit un corps cylindrique aux bases duquel on ap[)lique 
des tractions égales et opposées; il s’allonge légèrement et 
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l’équilibre se rciablii ensuite. La traction exercée aux 
extrémités s’est propagée dans l’intérieur du cylindre : en 
elTet, si l’on imagine une section perpendiçulaire aux arêtes, 
il est nécessaire, pour le pouvel état d'équilibre, que la 
partie du corps placée d’un coté de la section attire celle 
qui est placée de l’autre côté, et soit attirée vers elle, par 
une force égale à la traction exercée à chaque extrémité. Si 
celle-ci était remplacée par une pression, le cylindre, au 
lieu de s’allpnger, se raccourcirait, et la partie du corps 
placée d’un côté de la section exercerait sur l’autre, et éprpu' 
verail de sa part, une action répulsive égale à la pression 
exercée à chaque extrémité. Eu6n, si l’on fait cesser les 
tractions ou les pressions extérieures, les attractions ou les 
répulsions intérieures cessent également, et le cylindre re- 
prend sa grandeur primitive, 

Les déformations d’un corps solide, c’est-à-dire les 
variations des distances respectives des points matériels 
qui le composent, sont donc toujours accompagnées du dé- 
veloppement de forces attractives ou répulsives entre, ces 
points. Ces variations et ces forces naissent, croissent, dé- 
croissent et s’annulent en même temps ; elles sont donc dans 
une dépendance mutuelle. C’est celte dépendance dont il 
s’agit de trouver les lois. Or les propriétés d’un corps solide 
ne pouvant dépendre que de celles des points matériels qui 
le composent, eux seuls doivent être considérés comme les 
foyers d’où émanent les forces intérieures dont nous venons 
de parler. On a donc le principe, ou, si l’on veut, le ré- 
sultat que voici. 

4. Principe de la théorie de l’élasticité . — Lu corps 
solide, à la surface duquel ne s’exerce aucune pression et 
dont les molécules ne sont sollicitées par aucune force 
extérieure, est le lieu d'une infinité de points matériels 
infiniment rapprochés, mais qui ne se touchent pas, équi- 
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distants si lexorps est homogène, et qui jouissent les uns 
à Tégard des autres de la propriété suivante : si, en vertu 
d'un effort ou d’une action extérieure qui vient à naitre 
tout à coup, deux points matériels pris au hasard, mais 
suffisamment voisins, se rapprochent ou s'éloignent l’un 
de l’autre, il en résulte entre ces deux molécules une ac- 
tion ou force, répulsive dans le premier cas, attractive 
dans le second, qui est une fonction de la distance primi- 
tive ^ des deux molécules , et de l’écartement A^, c’est- 
à-dire de la quantité dont elles se sont rapprochées ou 
éloignées. Cette fonction, pour un même corps, est nulle, 
quelle que soit la distance lorsque l’écartement A^ est 
nul; elle décroit rapidement, quel que soit l’écartement, 
dès que la distance Ç acquiert une valeur sensible, puisque 
toute adhésion cesse entre deux parties d’un même corps sé- 
parées par une distance appréciable. Selon que cette fonc- 
tion variera plus ou moins rapidement avec l’écartement, 
les mêmes forces extérieures produiront un changement de 
forme moins sensible dans le premier cas, plus sensible 
dans le second. La théorie développée dans ce Cours s’ap- 
plique au cas où les changements de forme résultant des 
actions extérieures sont extrêmement petits, suit que les 
actions aient de faibles intensités, soit que les corps con- 
sidérés aient une grande rigidité. Alors la fonction de l’é- 
cartement A^, et de la distance se réduit au produit de la 
première puissance de l’écartement par une fonctio’n de 
Kl ^ (0’ *1*** insensible dès que ^ est appréciable. 

Dans ces circonstances, soient (Jig- •) M, M' les posi- 
tions primitives de deux points matériels; m, m ' leurs nou- 
velles positions ; MM'— ^ ; si l’on mène, par m, une droite 
m\t. égale et parallèle à MlVI', l’écartement A^, ou la diffé- 
rence des deux distances mm' et wp, peut être exprimé par, 
la projectiou de um' sur rn/zt,', uar.pm' est supposé extrê- 
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moment petit par rapport à mm' ou Ç ; ce qui doit être;’ si 
l’on ne considère que des déforioatious très-faibles. L’écar- 
tement A^, ainsi exprimé par la projection dont il s’agit, 
aura le signe si les molécules se sont éloignées, le signe — 

si elles se sont rapprochées. La grandeur insensible de ^ n’est 
pas ici une objection : car si ^ était considéré comme un in- 
finiment petit du premier ordre, A^ serait infiniment petit 
par rapport à ou un infiniment petit du second ordre. 

5. 'Déjînitiùn de la force élastique. — Soit [Jig. 2 ) M 
une molécule intérieure du solide. Imaginons : 1 ° la sphère S, 
dont le centre est en M, et qui a pour rayon la plus grande 
distance ^ au delà de laquelle F (^) est insensible, distance 
limite qu’on appelle rayon d’activité de l’action molécu- 
laire; a° par le point M un plan quelconque LN, lequel 
partage la sphère S en deux hémisphères SÂ,SB; 3° au 
point M un élément superficiel extrêmement petit xs, sur 
lé plan LIN ; 4° enfin, dans l’hémisphère SB un cylindre 
droit, très-délié, ayant u pour base. Par suite de la défor- 
mation générale, les molécules contenues dans l’hémi- 
sphère SA exercent des actions sur les molécules du cy- 
lindre'. La résultante uE de toutes ces actions .est ce que 
nous appellerons la force élastique exercée par SA sur SB, 
et rapportée à l’élément-plan es. Cette résultante sera, en 
général, oblique à l’élément-plan a; si elle est-normale à 
cet élément, et dirigée vers l’hémisphère SA, elle repré- 
• sente une traction. Si, encore normale à et, elle est dirigée 
vers SB, elle représente une pression; c’est-à-dire que SA 
attire le cylindre dans le premier cas et le repousse dans le 
second. Si la force élastique oE, ou la résultante qui vient 
d’être définie, est parallèle à l’élément nt, .elle tend à faire 
glisser le cylindre parallèlement au plan LIN ; on lui donne 
‘alors le nom àe force élastique tangentielle. 

Pareillement, si le rylmdre est situé dans l’hémisphèrdSA, 
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la résultante des action# exercées sur les molécules de ce cy- . 
lindre, par les moléeules de l’hémisphère SR, est la force 
élastique oE' exercée par SB sur SA, et rapportée à l’élé- 
ment-plan u. Si le corps, légèrement déformé,* est en équi- 
libre d’élasticité, les deux forces élastiques nE, cjE' doi- 
vent être égales en intensité, et de directions contraires ou 
opposées. Mais elles représentent toutes les deux, ou des 
tractions, ou des pressions, ou des forces* Mngen tiellesi ^ . 
c’est-à-dire que si l’une est une traction, l’autre sera-^^il- 


ment une traction directement opposée à la premièÀ%i*"^'^^»i 
La force élastique raE, considérée par rapport âdx 
ments-plans cr, menés, tous parallèles entre eux, par-tous 
les points du corps, variera en intensité et en direction, 
d’un de ces points à un autre; de plus, au mênÆ point M, 
elle variera avec l’orientation de l’élémen t-plan tj*, ou avec 
les deux angles de direction de la normale à cet élément. 
Ainsi E, et ses deux angles de direction 4>, Ÿ, sont en réa- 
lité, dans le cas de l’équilibre d’élasticité, des fonctions de 
cinq variables, savoir : les trois coordonnées x, y, z du 
point M, et deux angles y et tfi, propres à déterminer la * 
direction de la normale à l’élément u. S’il y a mouvement 
intérieur, c’est-à-dire si la déformation s’opère, ou si le 
corps vibre, le temps t est une sixiètaiç Variable que devront 
comprendre les trois fonctions. ‘ * 

f Quelques mots sont ici nécessaîfes pour définir les deux 
angles d’une direction. On indique complètement la direc- 
tion d'une droite, à l’aide de deux angles seulement, par le 


système bien connu de la latitude et de la longitude. L’.axe 
des Z étant l’axe polaire, le plan des xy celui de l’équatCnr, 
et le plan des zx le premier méridien, la droite partant 
de l’origine se trouve dans un méridien dont la longitude 
est et fait avec l’équateur l'angle ç, appelé latitude* 

L'angle (}/ peut varier dc;,o à atr, l’angle <p dp — J ® 
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Si l’on imagine la sphèic de rayon i dont le ceulre est à 
l’origine, la droite rennontrera cette sphère en un point 
dont les coordonnées seront 

.r = cos()> cosij», /=cosŸsin-}, : = sinif; 

la direction de la droite étant complètement déterminée 
quand ces coordonnées sont connues, toute quantité qui 
dépend de cette direction sera implicitement fonction de 
cos ^ cosi^, cos ij) sin i|i, sinip, et ne contiendra pas les 
angles ^ et d’une autre manière; elle satisfera ainsi aux 
deux conditions essentielles, de ne pas changer quand ^ 
augmente d’un multiple de an, et du ne plus contenir ^ 

quand ç = ± - • 

Soient c;X, ta Y, aZ les trois composantes orthogonales 
de a E, dirigées suivant les trois axes coordonnés ; X, Y, Z 
se déduiraient facilement de E, 4>, Ÿ; réciproquement, ces 
dernières fonctions seront déterminées, si X, Y, Z le sont ; 
or il est plus commode de cojisidérer ces trois dernières 
fonctions. Ainsi X, Y, Z sont, en général, des fonctions 
de six variables (-r, y, z, çp, tj/, /),qui, si elles étaient dé- 
terminées, d’après les circonstances qui président à la défor- 
mation du corps, permettraient d’assigner à chaque instant, 
et en chaque point du solide, la direction et l’intensité de . 
la force élastique qui s’exerce sur tout élément-plan passant 
parce point. La détermination de ces fonctions, et l’étude 
de leurs propriétés, font l’objet principal du Cours actuel ; 
ou verra que ce problème général revient à déterminer trois 
fonctions de quatre variables seulement. 

On peut donner de la force élastique une autre défini- 
tion, en apparence plus simple que celle qui précède. Le 
corps solide, légèrement déformé, étant en équilibre d’é- 
lasticité, imaginons cpi’il soit coupé par tin plan LiN en 
^ deux parties -A et B; la supprcssioit de A détruirait évi- 
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demnicnl l’équilibre de B; mais ou conçoit que cet équi- 
libre pourrait être conservé, si l’on appliquait en même 
temps, sur chaque partie u du plan sécant, une force c;E 
d’intensité et de direction convenables. Or cette force cjE 
est précisément la force élastique exercée par A sur B, et 
rapportée à l’élément-plan a dont le point M fait partie. 
La force élastique, ainsi définie, est analogue à la tension 
en chaque point d’un fil en é<[uilibre, ou plutôt, la tension 
du fil est un cas particulier de la force élastique. 

Mais si cette définition est plus rapide, elle ne donne pas 
une idée bien nette de la force élastique, et, sous ce point 
de vue, sa simplicité n’est qu’une pure illusion. Quand on 
dit qu’une force est appliquée à la surface d’un corps, on 
se sert d’une expression très-vague, qu’un long usage et 
son adoption générale n’ont pas rendue plus claire. Si l’on 
cherche à se rendre compte delà manière dont la pression 
d’un gaz se communique à la surface d’un corps solide, 
bien des doutes et des düHcuItés se présentent à l’esprit. On 
ne saurait admettre le contact immédiat des molécules 
gazeuses et des molécules du solide; on est conduit à con- 
cevoir une force répulsive, que le solide oppose à sa pé- 
nétration, émanant, non-seulement des molécules de la 
première couche solide, mais aussi de celles des couches 
intérieures et voisines, s’exciçant non-seulement sur la 
première couche gazeuse, mais aussi sur des couches plus 
éloignées. On arrive de la sorte à regarder la pression com- 
muniquée comme une résultante d’actions moléculaires, de 
même nature que la force élastique, telle qu’elle résulte de 
notre première définition. S’il en est ainsi, n’y a-t-il pas 
lieu de douter que la densité du iluide, dans la zone voisine 
du solide, soit la même qu’au loin? et ce doute ne s’étend- 
il pas aux résultats obtenus dans les expériences sur les 
gaz? 

Quand on analyse le mode d’application d'une traction à 
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Ja surfaced'uu solide, on est encore conduit à concevoir des 
forces entre des couches éloignées. Plus généralement, 
tous les elTets qui ont lieu au contact des corps, et même le 
sens du toucher, ne peuvent s’expliquer d’une manière sa- 
tisfaisante qu’en faisant concourir l’action mutuelle des 
couches internes. Ainsi, la première définition que nous 
avons donnée de la force élastique, non-seulement est seule 
complète, mais en outre peut servir à l’explication d’autres 
phénomènes. Toutefois, nous adoptons la seconde : éclair- 
cie par les considérations précédentes, appuyée sur l’ana- 
logie avec les tensions, elle fait pressentir, en peu de mots, 
le rôle important des forces élastiques dans les phénomènes 
c[ui nous occupent. 
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DEUXIÈME LEÇON. 

Équations générales de l’élaslicité. Équilibre du parallélipipèdc et du 
tétraèdre élémentaire. — Équilibre d'une portion finie d'un milieu solide. 


6, De l’équilibre d'élasticité. — L’objet principal de 
celle Leçon est de faire voir que les trois fonctions X, Y, Z 
des six variables x, y, z, (f, t, n° 5, dépendent unique- 
ment de six nouvelles fonctions de quatre variables seule- 
ment, x,j', Z, f 5 et que, en outre, ces nouvelles fonctions 
sont liées entre elles par trois équations aux différences 
partielles, linéaires et du premier ordre. Cette dépendance 
et ces relations résultent de la nécessité qu’une ptortion 
quelconque du solide, légèrement déformée, soit en équi- 
libre sous l’action des forces élastiques exercées sur la sur- 
face, et des forces qui sollicitent la masse. La densité du 
milieu solide étant p, u étant l’élément de volume dont le 
point M fait partie, nous désignerons par puXo, pwYo, 
ptdZo les composantes, suivant les axes coordonnés , de 
la résultante des forces qui sollicitent la masse de l’élé- 
ment ti). Si le corps est en équilibre d’élasticité, ces forces 
se réduisent à la pesanteur, ou plus généralement à des 
actions émanant de points extérieurs. Mais, si le milieu est 
agité, soit qu’il se déforme, soit qu'il vibre, les compo- 
santes Xo , Yo , Zo doivent contenir, en outre, les forces 

11 . . fi’z , 

a inertie r^> Uans le premier cas. 

e/t’ fit* fit* * ’ 

l’équilibre est réel; dans le second, il n’est «jae fictif, et 
résulte de l’application du principe de d’Alembert. 

- ■''Xous adoptons ici l’cxpre-ssioii, récemment introduite, 
âc force d’inertie, à cause de la facilité qu’elle donne, pour 
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traiter à la fois les questions de l’équilibre et celles du mou- 
vement. Quant aux idées qui ont dicté cette expression, 
ou qu’elle amène à sa suite, ce n’est ici le lieu, ni de les ex- 
poser, ni de les apprécier. Elles se rattachent d’ailleurs au 
système général de revirement qu’on vient de faire subira 
l’enseignement de la Mécanique, et il faut confier au temps 
le soin de justifier ou de critiquer ce qui se rapporte à ce 
système. Toits ces changements sont, au fond, très-indif- 
férents pour les savants qui ont soigneusement étudié 
toutes les parties de la Mécanique rationnelle : ils savent, 
pard’Alembert, Lagrange, et les géomètres de leur école, 
que les questions de l’équilibre et celles du mouvement 
sont intimement liées les unes aux autres, qu’elles compo- 
sent deux parties d’un même tout, et sont comprises dans 
une même formule générale. Or, que l’on débute par exposer 
la Statique pour s’élever ensuite à la Dynamique, ou que 
l’on parte des notions du mouvement pour arriver aux lois 
de l’équilibre, ces deux marches inverses sont équivalentes, 
pourvu que l’on parcoure avec soin tonte la carrière, dans 
un sens on dans l’antre, sans négliger la fin plus que le 
commencement. Reste à savoir si, pour les étudiants qui 
sont forcés de s’arrêter en route, il est préférable d’avoir 
des idées saines en Dynamique, et de très-obscures en Sta- 
tique, ou, au contraire, de connaître à fond les lois de 
l'équilibre, et fort peu celles du mouvement. L’expérience 
répondra . 

7. Équilibre du parallélipipède élémentaire. — Ima- 
ginons, dans le milieu solide, un élément parallélipipé- 
dique Uiz=dxdydz^ dont les côtés soient parallèles aux 
axes, et dont le sommet le plus voisin de l’origine soit M ; 
désignons par A, B, C les trois faces dont les aires sont 
respectivement 

■ vSi~dydz, at — didx, a,zz:dxdy, 
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<*t qui forment l'angle trièdre en M ; par A', B', C' les fares 
aboutissant à l’angle trièdre opposé. L’élément u doit être 
en équilibre sous l’action des forces élastiques exercées sur 
ses six faces, et des forces qui sollicitent sa masse pia ou 
pdxdy dz. Afin d’exprimer cet équilibre, soient, pour le 
point M: a,X,, o,Y,, ti,Z, les valeurs particulières des 
composantes de la force élastique quand l’élément-plan u 
est perpendiculaire aux x, ou pour y = o, = o; OiX,, 
13, Yj, i3,Z, les valeurs que prennent les mêmes compo- 
santes quand t3 est perpendiculaire aux y, ou pour y = o , 

ip enfin, t3,0], tJsY,, a, Z, les valeurs de ces com- 

posantes quand tj est perpendiculaire au\ 2 , ou pour 

Les neuf quantités X,, Y,-, Z. sont des fonctions de 

<|uatre variables seulement, x,y, z, t. Le plan de o,- sépa- 
rant le milieu en deux parties, t3,X,, o, Y,-, o.Z,- sont les 
composantes de la force élastique, exercée par la partie dn 
milieu la plus éloignée de l’origine sur celle qui contient 
cetle origine ; cl il résulte du n” 5 que les composantes de 
la force élastique exercée par la seconde partie sur la pre- 
mière seront 

— — “ CT|Y'i, — — ■ C7|Z,'* 


Cela posé, écrivons les six équations d’équilibre de l’élé- 
ment solide b). Evaluons, pour l’égaler à zéro, la somme 
des composantes, suivant l’axe des x, de toutes les forces 
appliquées à cet élément : les faces A et A' fourniront à 


( é/X 


dont l’ensemble se réduit au terme unique u j le groupe 

des faces B et B' donnera u> celui de C etC', '*) 
enfin, les forces qui agissent sur la niasse pw ajouteront un 
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dernier terme pwXo, re qui donne, en divisant par w, la 
première des équations (i); les deux autres résultent d’une 
sommation semblable des composantes parallèles aux j', 
.puis de celles parallèles aux z : 



; rfX, dX, dX, 

— 1- — h pX,= O, 

dx dy dz 

dY, dY, dY, 

h.- V-— H pY. = 0, 

dx dy dz 

d’Lx d7ài rfZj , y 


Les trois équations dites des moments expriment, comme 
un sait, que le solide ne peut tourner autour d’un axe suc- 
cessivement parallèle aux trois coordonnées. Faisons passer 
cet axe par le centre du parallélipipède to, et supposons-lc 
parallèle auxa:-, la résultante des forces ptoX», pwYo, ptoZo, 
étant appliquée au centre de w, donnera un moment nul. 
Les forces élastiques exercées sur les faces A et A' ont des 
résultantes qui rencontrent l’axe aux milieux mêmes de ces 
faces i elles n’entreront donc pas dans la somme des mo- 
ments. Les composantes 


— C-,Y„ -+- o,|y, ^ 2» "dT 

fesébroes élastiques respectivement exercées sur les faces 
B,'P',’Gv C' concourent au centre de w, ou en un point de 
raxe"? filles «e fom-niront donc rien en plus. Les compo- 
rtâtes 


■ . -i’ . * \ ' 

des mèmas fOTCeg^stiques, étant parallèles à l’axe, seront ^ 
d^s l«mjj|lre i?a3. Il reste les composartes ' 



% 
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qui agissent la*igcnliellenu;nl aux faces 15, C' dans 

un plan perpendiculaire à Taxe, ct*!qui forment deux cuu- 

1 J . • “Z: «V, „ 

pies de sens contraires, — cl — négligeant les inli- 

niment petits du troisième ordre Jetant ceux du second. 
L’équation des moments, pour l’axe proposé, se'r^nit donc 
à l’égalité de ces deux couples, ou à la première des (X[ua- 
tions (a); les deux autres résultent de l'égalité des deux 
couples contraires, qui ‘tendent à faire tourner l’élément w 
autour d’un axe central parallèle aux y, puis parallèle 
aux Z : 


(’) 


y. = z„ z, = x„ x. = Y,- 


Nous pouvons, par une extension dont on trouve de fré- 
quents exemples dans les applications de la Mécanique, et 
notamment dans la théorie des fluides, appeler force élasti- 
que, et composantes de la force élastique, la fonctionE, u°.5, 
et les fonctions "“X, Y, Z, dépourvues de tout facteur: il 
suffit de concevoir que ces forces s’exercent sur l’unilé de 
surface, avec la môme iiiteusilé relative que sur l’élément 
plan CT. Cela posé, les équations (a) expriment que des neuf 
composantes X,-,Y,-, Z,, six sont égales deux à deux. PouK 
démêler, d’uiie manière commode, quelles sont les compo- 
santes qui sont égales entre elles, changeons de notathm : 

- désignons les neuf composantes par la seule lettre C, affeci ^ 
tée, en haut et en bas, de l’un des indices ,r, celui 

d’en h^ut indiquant l’axe auquel l’élémeiU u est perpèndi- i!^ 
culaire, celui d’çn bas l’axe auquel la composante est pa- 
rallèle; on ÿura 'ainsi le lable^ (3) : f»' ■. V 


s 

rs) 


r.(.' 


= x,. 

ç{r) 

.r 

= Y,, 

d- 

t 

= x„ ‘ 

cC» 


CÇ>)‘ 


c(0 

= Y„ 


> 





V. f- 


ry... 
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Alors les relations (a) expriment que, si Von inletverlit les 
deux àccents, la composante conservé la même valeur. 
On verra*^juc cette propriété remarquable n’est qu’un cas 
particulier d’une propriété plus générale,» n° 9. 

8. Introduction des N, , T,-. — D’après l’énoncé mné- 
monique qui précède, les composantes ou X, , ou 
Y,, cl*' ou Zj, restent distinctes; nous les désignerons res- 
,j»eclivement par N, , Nj , N , . On ai)ra ensuite, par le même 
énoncé. 


c(‘.' 

r 

on 

Y3 = C?’ 

OU 

z„ 

■f 

a 

ou 

N 

il 

OU 

X,, 



ou 


ou 

Y,; 



nous désignerons respectivement ces composantes par T,, 
T| , T| . D’apres ces conventions, les N,- donnent les compA- 
santés normales de la force élastique, pour les trois posi- 
tions üSi de l’élément plan cr ; lesTj donnent les composantes 
tangenlielles qui sont nécessairement égales deux à deux. Si 
l’on remplace, dans les équations (i), lesX,-, Y,-, Z,- par 
lé^rs équivalents N,, T;, on obtient les trois équations 

■ ■ K* 

i rfN, </T, rfT, 

' --i -I- — ’ -f- + P X. = O, 

<lx dy dz 



,/T, ^N, r/T, 


”.r: - 


^ + ^ + pZ. — O, 


dx dy 

I ^ ^ 

rfx dy ' dz 

I " ■* 

qûi peuvent être regardées comme le résultat de l’élimina- 
tion de trois dps neuf composantes entre les' six équNtious 
ÿ d’équilibre (i) ct^( 2 ). Ainsi les équations (4) exprimençà 
elles* seules rééquilibre de l!,élément p^rallélipipédiquè oj. 

Il faudra se rappeler constaniineut que les six Yonciions* 
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de quatre variables, N;, T,-, qui entrent dans les 4k|ua- 
tions (4), donnent, par le tableau 

|N,, T3, T,, 

(5) T,, N„ T„ 

( T, , Tl , 1 

*• T 

les composantes, rapportées à runité de surface, de la force 
élastique exercée sur l’élément plan cj •, la première ligne, 
horizontale ou verticale, quand cet élément est perpendi- 
culaire aux X, la seconde aux_j^, la troisième aux z. Cette 
indifférence du sens horizontal ou du sens vertical tra- 
duit, d’une autre manière, la réciprocité signalée par les 
équations (a), et énoncée au n° 7. *' ' 

Les équations (4) doivent exister, quelles que soient les 
variables x,y, z, t. Elles expriment non-seulement l’équi- 
libre du parallélipipède », à toute époque, en quelque lieu 
qu’il soit, mais encore celui de toute portion finie du 
corps qui serait complètement décomposable en prismes 
rectangles, ou dont la surface ne comprendrait que des 
facettes parallèles aux plans coordonnés. Mais si cette sur- 
face avait des facettes inclinées, la décomposition en prismes 
laisserait des résidus tétraédriques, dont l’équilibre, non 
établi par les seules équations (4), exige de. nouvelles rela- ' 
lions. 

9. Équilibre du tétraèdre élémentaire. — Imaginons 
un tétraèdre infiniment petit dont un sommet soit en M, et 
dont les trois arêtes qui partent de ce sommet soient pa- 
rallèles aux axes. Désignons par et l’aire" de la face trian- 
gulaire opposée, laquelle forme la base du tétraèdre, et 
soient m, n, pies cosinus des angles que ja hauteur ou la 
normale de l’élément plan tj fait avec les axes des x,y, z. 
Ces trois cosinus, exprimés en fonction des deux angles de 
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(lircctiun (f, ^ di; la normale, sont 

if' • ' 

■(6) ^ jcosif cos^{l, « = cosç sinij(, /j^sinip, 

. ‘et’ l’élimination d(ï.^ et t]; donne la relation connue 

( 7 ) ^ /«* 4- n‘ T<- />’ = > • 

D'après un théorème sur la projection des aires, les trois 
faces triangulaires rectangles a, c du tétraèdre (|ue nous 
venons de définir, lesquelles sont respectivement perpen- 
diculaires aux X, aux J', aux z, auront pour surface 

. nt- .nia, b — nrs, c ~ pa. 

Cela posé, le tétraèdre devant être en équilibre sous 
l’action des forces élastiques qui s’exercent sur scs quatre 
faces, et des forces qui sollicitent sa masse, les sommes des 
composantes de ces forces, estimées suivant chaque axe, 
devront être uulles. A la somme des composantes suivant 
l’axe des x, la face inclinée fournira le terme Xo; la 
•'facen, i la face/», — Ts./io; la face c, 

— T,. /»o^4ei|^HpP'qui agissent sur la masse donneront 
un termq égal a p 'Ao multiplié par le volume du tétraèdre, 
qui est tut infiniment petit du troisième ordre; ce cin- 
quième térme disparaîtra donc à la suite des quatre autres, 
qui sont des infiniment petits du second ordre. Égalant la 
somme trouvée à zéro et divisant par o, on obtient la pre- 
mière des équations 

/ X ” wN,-f- /ï.fa-t- /»T,, 

(R) 

= wT,-+- «T, 

les deux autre.s;.i^s;^ent d’une sommation .semblable des 
cora;>osaiites parallèles aux puis parallèles «lix z. 

I.ÆS équations (8), quand on y substituqà ni, n, p leurs 
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valfurs (6), deviennenl 

^ ^ X = Ni cosy cüsij( -I- 
(g) < Y = Tjcosipcosi]/ -I- NiCOSysinipTi-Tisinç,*" 

\ Z = TjCOSf cosi|) -I- Tl cosiji sinili '-h rissin^, 

et indiquent de quelle manière ^ ei ip entrent nécessaire- 
ment dans les fonctions de six variables X,^Y, Z, n° 5, On 
voit par là que les composantes X, Y, Z <le la force élas- 
tique. E dépendent uniquement des six fonctions N,-, Tj, 
lesquelles sont à quatre variables, et qui doivent vérifier 
les trois équations (4) aux ditlérences partielles, linéaires 
et du premier ordre; c’est le résultat que nous annoncions 
au commencement de cette I.eçon. 

Les équations (8) démontrent le théorème général dont 
la réciprocité signalée par les équations (a) n’est qu’ûn cas 
particulier : la force élastique qui s’exerce en M sur un 
élément-plan perpendiculaire aux x arqiour composantes, 
suivant les trois axes, N,, T,, T,; sa composante, ou sa 
projection suivant la normale à l’élément incliné tj, sera 
donc 

(otN, -+- nT,-l-/iT,), 

et la première des équations (8) démontre que cette pro- 
jection est précisément'égale à X, ou a la projection, sui- 
vant l’axe des x, de la force élastique exercée sur l’élément 
incliné. Or les axes sont quelconques; on a donc le théo- 
rème suivant : Si, en un même point ditin milieu solide, 
E et E' sont les forces élastiques exercées sur deux élé- 
ments plans xs et a', ayant respectivement pour normales 
les lignes L et L', la projection de E sur \J sera égale à la 
projectio/i de E' sur L. 

•J'T 

10. Équilibre d'une portion finie du milieu solide. — 
D’après la véi'ilication qui va suivre, les conditions néces- 
saires et sulTisautes, pour établir l’équilibre d’élasticité 





d’uno! portion' ilnie, de forme quelconque, déconpëe dans 
le milieu solide, sont au nombre de six, savoir : .trois 

••équations (4) et les trois équations (8). Il faut, pour ob- 
tenir CCS six conditions, joindre aux équations déduites 
de l’équilibre du parallélipipède trois des équations qui 
expriment l’é((uilibre du tétraèdre, eu laissant de côté 
celles dites des moments, ou qui annulent les couples. 
C’est parce que les équations (a) ne sont que particu- 
lières, comparées aux équations générales (8), que le 
groupe des six équations (i) et (a), ou celui des équa- 
tions (4), est insuffîsant ' 

Il s’agit de vérifier, maintenant, que les équations (4), 
accompagnées des relations (8), sont au contraire sutli- 
santes pour établir l’équilibre d’élasticité d’une partie qucl- 
coiiqüc il d’un milieu solide. Multiplions la première 
équation (4) y>Sir dx dy dz , et intégrons dans toute l’étendue 
de 42, il viendra . 


(lo) 


-ffj^didxdy-hj j’j pX. da: dy dz — O. 

Dans l’intégrale triple en N,, on peut effectuer l’intégra- 
tion en X, ce qui donnera 


//' 




IN',, N", étant les valeurs de la fonction N,, aux deux points 
où la droite parallèle aux x vient couper la surface qui 
limite 42; si l’on indique par u' et et" les éléments de la 
surface en ces deux points, et par a', «" les ai^gles que les 
normales externes eu ces memes points font avec l’axe 
dr-s X, on aura 


il) dz . 


■ — n ros« 
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«JL l'intégrale, double qui précède ne sera autre que 

^ iPliOCOSa, 

t7 étant un élément de la surface de SI, a l’angle que la 
.normale externe en xs fait avec l’axe des x, la fonction 1\, 
ayant la valeur qui correspond au lieu de cet élément, :ièt 
le £ s’étendant à toute la surface. On réduira à un Z sem- 
blable la seconde, puis la troisième intégrale triple de la 
formule (lo), en effectuant l’intégration any dans la se- 
conde, ën Z dans la troisième, et introduisant les anglcs")3 
et y, que la normale externe en vs fait avec les axes des y' 
et des Z. Enfin, la quatrième intégrale triple, si l'on ôbserve 
que pdxdy dz est l’élément pu de la masse, peut se mettre 
sous la forme SpuXo, le sigma s’étendant ici à toute la 
masse de Û. L’équation (tu) devient alors la première des 
équations 


1 s (N, COSa 4- Tj cos P 4- T,COSy ) n 4- IpaiX^— O/T 13^. 

2 (T, cosa 4- N, COJ P 4- T, cosy) o 4- 2pwY, Js 

2 (T, cosa 4 - Tl cos P 4- N, cosy ) a 4- 2pwZ, ^ 

les deux autres s’obtiennent en opérant de la même ma- 
nière sur la seconde et sur la troisième des équations (4)- 
Or, en vertu des relations (8), les parenthèses des ptÿ- 
inières sommes, dans les trois équations (i i), ne sont autres 
que les composantes X, Y, Z de la force élastique'^ui^ 
s’exerce sur l’élément a, en prenant ni = cosa, egs/S,*^ 
^ = eosyj ces équations (ii) peuvent donc s'écrtre, ainsi ; 

A 

t'i 4-2 p«X.=: O, ‘ jjt i 

.1 _ _ . 

(l?.) 


r rr Z 4- pM Zu = O 



et expriment ^}ue les sommes des composantes .dos forces 
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qui sollicitenl i2, estimées suivant les trois^ axes, seruij)it 
nulles d’elles-mêines. $ 

Si, dé la seconde équation (4)> multipliée par z, on re- 
tranche la trméttec, multipliée parj', il vient 


(Î3) 


' dx 




'/(zN,-rT,) 


dx 


\ 


I ' - T.] + P (^Y. -Z,x) = O, 


e^l^feyiA^qÙera îa disparition des quantités +T, , — T, , 
introdi^C.^inn de mettre le second et le troisième terme 
sous dérivés; multipliant par dxdydz\ inté- 

graii^^aqS^uu l’étendue de H; effectuant une première 
intégration de chacune des trois premières intégrales tri- 
ples; iiilroduisant enfin u, et les angles a, (i, y, la for- 
mu^( 1.3^ deviendra^ 

COS2 J-Tilcosp + (iT, — ^N,) cos'/jci 

-- ■ ? ’ y p(u{zYo — /Z,) = o, 

»V - 

on mettaiu 2 et en facteurs commuas, sous la première 
somme, , 

^[z(T,cosa-f N,co«p-l-T|COS 7 ) — j'T,cosa-t-(T,cosp-)-N,cos 7 )]Ej 

-I- 2 p« (;T, — ^Z.) = o, ■* 

^llmne enfin, en ayant égard aux relations (8), la 
des équitions ’-f 

% 

— ;*ZXzi -l-;K' pw (zY, — ^k.) = O, 
xTj — zX) CT ,-F y pw {xZ, — T jjsXo) := O, 

( 7 X - .r Y ) CT +- ^ p„ ( J7-X. - .r i 
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les deux autres s'obtirnncnt'cn oj)éraut de la mèrae manière 
sur deux autres couples des équations (4). Or les équa- 
tions (i4) expriment que les sommes des moments des forces 
qui sollicitent fi, prises par rapport aux ^rois axes, sont 
nulles d’clles-inèmes; et les six équations ( 12 ) et (i4)i <lÉ- 
duiles uniquement des équations (4^, accompagnées des 1 
lations (8), expriment compléten^l^ réquUi^ltM.d’élastié 
de la partie quelconque fi du milieu soUd 

Nous eussions pu, après avoiryléduit l^Hnkttions. 
de l’équilibre du parallélipipède, et sans co 
traèdre, établir tout d'abord les équations (ii)T^ 
équations connues, qui expriment l’équilibre Be l^iéfa^t 
( 12 ) et (i4), il faut que les équations, (i 
identiques; et comme la surface qui limite^fffl^quelcmi- 
que, cette identité ne peut^voir lieu qu’eu posjjî^es ^Id- 
pons (8), lesquelles se trouveraienl>ainsi déaftontn^ 
ce genre de démonstration dst indirect et peu lu® 
outre, il indique mal toute l'importance daarelationf 
car ce ne sont pas de simples égualions' il^ ta sUrJace, elles 
signalent des propriétés s’étendant à tous les,' points inté- 
rieurs, et tout aussi générales que celles qui'^^pml exprim^* 
par les équations (4). Voilà ce,qurdbane une vuleur réelle 
à la considération de l’équilibre diLtétV^dre, itnagîné^ je 
crois, par Cauchy. '' ^ 

* Comme il s’agit ici d'un Cou^s^^stiné à propager^a 
connaissance d’une théonie â||i|^eé "pa^ plusieurs géomè- 
tres, il serait juste et convenable de toujours citer les pre- 
miers inventeurs d^ diverses idées dont l’cnSemblè con^ 
stitue ,cette théorie. Mais plusieurs causes réHdep.t*^une 
pareillenâchc assez difficile, èt,^nDUs ne la remplir^s,que 
très-hiconiplétement. D’aille*urs,^^,plnpa ce*sf|^s se 
jirésentenT si natùrellemcnt, qu^ellq^ appartiennenfà to^s. 
En réalité, nous considérons le.suj^ d'élasticité comme 
s’il était entièrement neuf; d'aulrift l’oiiC limité', ils ont pu 

> ' 

• »v 







Digitized by Google 




LEÇONS 

en émeilre avant nous les idcœ fondamentales, mais leurs 
recherches sont à peu près inconnues des ingénieurs et des 
praticiens, qu’il faut surtout convaincre. L’unique but de 
notre travail est de mettre hors de doute, et l’utilité de la 
théorie mathématique de l’élasticité, et la nécessité de l’in- 

f iduiredans les sciences d’application. Quand ce but im- 
rtant ser^ ^ttcint, fasse qui voudra le partage des inven- 
tions, et, >qt{|E/Iquc peu qu’on nous en attribue, nous ne 
V Vÿlamerqns pas . 





> , 
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TROISIÈME LEÇON. 

' ■* ■ . 

Des projections du déplacement moléculaire.— Eipressions de l’écartement, 
des dilatations, des forces élastiques. — Extension aux corps cristallisés. 


1 1 . Projections du déplacement moléculaire. — Lorsque 
la partie du milieu, que nous avons désignée par D. au 
n° 10, comprend le solide tout entier, les six équations ( 12 ) 
et (i4) expriment l’équilibre du corps, sous l’action des 
forces données nX, oY, tsrZ agissant aux dillérents élé- 
ments de sa surface, et des forces poaXo, ptoYo, p<oZo qui 
sollicitent les dilférentes parties de sa masse, y compris les 
forces d’inertie s’il y a mouvement. Ün sait que ccs six 
équations renferment toutes les lois de l’équilibre réel, et 
toutes celles du. mouvement d’un Corps solide, considéré 
abstractivement comme ayant une rigidité absolue. Quand 
la Mécanique rationnelle a démêlé et interprété ces lois, 
les positions du corps sont bien définies relativement au 
monde extérieur; mais son état intérieur reste complète- 
ment inconnu. Pour conqaitre cet état, il faut remonter 
aux équations (4), n“8, et (8), n" 9, qui signalent l’exis- 
tence de six fonctions N,, T,, dont dépendent les forces 
élastiques intérieures. Ces six fonctions doivent vérifier les 
trois*équations aux ditlërences partielles (4)» et, par leurs 
valeurs aux dillérents points de la surface du corps, jointes 
aux forces données, rendre identiques les relations (8). Or 
ces conditions seraient insuffisantes pour les déterminer, si 
les six fonctions N,-, T,- n’étaient pas exprimables à l'aide 
de trois fonctions seulement : car trois équations aux diilc- 
rciices partielles ne peuvent faire conuailre généralement 
que trois fonctions, et trois équations qui lient les valeurs 
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de CCS fonctions, particulières à la surface, ne peuvent qu'c- 
tablir des relations Ontre les arbitraires introduites par l’in- 
tegration. II y a donc lieu de chercher quelles sont les trois 
fonctions dont dépendent les N,-, T,-, et en quoi consiste' 
cette dépendance. Tel est l’objet de la Leçon actuelle. 

Les faits étudiés aux n”* 3 et -i de notre première Leçon, 
le principe qui eu découle et la déhnition donnée au n° 5, 
répondent directement aux questions posées, et indiquent 
la marche à suivre pour les résoudre. D’après ces prélimi- 
naires, les forces élastiques et les déplacements molécu- 
laires sont dans une dépendance mutuelle. Mais, aux déve- 
loppements que nous avons déjà donnés sur les forces 
élastiques, il importe d’en joindre d’autres relatifs aux 
déplacements, avant de traduire analytiquement la dépen- 
dance dont il 's’agit. Le milieu solide n’étant soumis à 


tyOâcnl au même instant d’un point matériel à un autre, et 
pour le même point avec le temps, si le milieu se déforme 
® ou vibre; /i, v, w sont donc trois fonctions des quatre va- 

riables jr, /, Z, t. 

On peut regarder ces fonctions comme étant continues, 
non-seulement cjuant à la variable r, mais aussi par rapport 
aux variables x,y, z. Car, si le milieu est composé de 
points ntatériels non contigus, qui se déplacent réellement, 
les points géométriques situés sur les intervalles qui sépa- 
rent les molécules peuvent être considérés comme sc dépla- 
* ' y-t, cant aussi. On conçoit, en efl'et, que si les déplacements 
'*’* de toutes les molécules étaient observés et mesurés, on 
l>ourrait détci miner, par l’interpolation, des fonctions 


auc]me force extérieure, un point matériel M, qui en fait 
parMuÉ^i^^lta^BlMonnées primitives x, y, z\ quand des 
^c9|Bvexié déformé le corps, cg point matériel 

ViWPfr .'une nouvelle position m, ayant pour coordonnées 
e, Z -)- le; «, e, ie sont les projections sur les 
axes coordonnés du déplacement Mm. Ces trois projections 
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continues //, v', tv qui reproduiraient d’abord toutes les 
observations, et qui donneraient en outre les projections des 
déplacements pour les points géométriques non occupés par 
la matière. Ce sont ces fonctions continues que nous con- 
sidérons. 

Quand le corps n’est que légèrement déformé, «, e, tv 
ont de petites valeurs dans l’étendue du milieu. Soit, dans 
le voisinage de M, un second point M', dont les coordon- 
nées primitives sont 


x' = x + h, y = y k, z' = Z + l, 


et qui, lors de la déformation, prend la position m', dont 
les coordonnées sont x' -)- u', y' -I- v', z' -h w'. La dis- 
tance MiM'ou n” 4, a pour projections sur les axes h, 
A, projections que nous supposons très-petites, ainsi 
que C ; la direction MM' fait avec les mêmes axes des angles 


dont les cosinus sont^, Les projections e', iv' 


du déplacement M'm' sont les valeurs des fonctions u, 
r», w, quand on y remplace respectivement x, y, z par 
X y -y-k, Z -y-l, et le théorème (je Taylor donne 



du , du , du . , 

— u -t- ~ h — - k H — — l, ^ A 4( 

dx dy dz T. v 

» • 

, dv , dv dv * » 1..- f' 

V zxz P H- k -h k -t- — k ^ 

dx dy dz i,* à 


, div div . 

dx dy 


d,y 


en supposant les projections h, A, l assez petites pour 
qu’on puisse négliger les termes qui contiennent leurs pj^o- 
duits. C’est ce qui ^a, Heu, par^ exemple, quand on veut 
évaluer l’action mutuellede deuxqjpints ufatériels M et M', 
venus en m et m', puisque cette action n’exlstc (j^e si ^ est 
inappréciable. ' 



3o LEÇONS 

12. Expression de f écartement, — La jxîliu^ ligne pm' 
[fig, I ) a pour projections wur les axes u' — w, s>' — e, 
■w' — IV ; et, puisque l’on peut substituer à la projection 
de pm'sar pm, ou sur MM', n” 4, on aura 

( 2 ) 4Ç=r ^(u'— u) -t- ^(p' — t-) 

♦ 

ou, substituant à n' — — t', iv' — iv leurs valeurs 

tirées des équations ( 1 ), et ordonnant le résultat, 



enfin, remplaçant A, A, l par leurs valeurs eu fonction 
de ^ et de ses deux angles de direction y et ip, lesquelles 
sont 

A = Ç cos^ cosij/, A = Ç cos^ sin\|/, / = Çsinf, 

on aura définitivement 


f ftu dv . dtv . 

cos’ ® cos’ 'i H cos’ « sin’ N sin’ ® 

ax ^ ^ dy ^ ^ dz ^ 


I COS sin ff cos ^ 


( /iw du 

dx dz 


\ 


I du dv\ , - , 


D'après cette valeur, l’ccartemept A^, étant très-petit par 

. t ' ^ ) d(u,p, tv] . , 

rapport a ç, ‘ les .dérivées — - sont toutes de tres- 

petites fraclion's;-.’'* •“ 
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Le rapport^ est la dilatation linéaire au point M, dans 
la direction déterminée par les angles <p et <{/. Cette dilata- 
tion se réduit à si Ç ou MM' est parallèle aux x, ou si 

ip = o, <|i = o ; à si ^ est parallèle aux^, ou si ip = o, 

<{/= “i ® *',? est parallèle aux z, ou si p= D’après 

ces valeurs, la ligne dx, prise lors de l’état primitif, devient 
dx^i aprèsladéformalion;/i)^devient 'i 

4- • L’élément primitifo) = 


dz devient dz 
devient alors 


J J J / 

dxdrdz 1 I -t- -p 
y ax 


■)h^)(-S) 


ou simplement 


( du dv dtt'\ 


en négligeant les produits des dilatations linéaires; et la 
dilatation cubique en M , que nous désignerons par 0, est 
donnée par la formule 

, , du dv dw , 

-di-^dP^lü^ 

c’est-à-dire que la dilatation cubique, en un poin^ du milieu,^ 
est égale à la somme de trois dilatations linéaires, ;^prises,au 
même point,i dans trois directions ortypgonales? Si ’dé- 

. du dv dw ^ "’i'i ’ 1* 

rivées -r-» — sont iteealives: .‘elles rep«»enlent*xles 

dx dy dz, .S 

contractiqns linéaires; si Q est' négatif, il dôlpic *^11 côin- 
preMfbilûé cubique. ^ , ■' 

Le pdint M restan't'^c*^ ITOpe, si l’on déplae’e' M' dans 

' * 'K '. 


i. 

% 


. ♦ 


Digitized by Google 


J, 

Xf‘ 


3a LEVONS 

riicmisplicrc SA, n" o, la valeur (4) Archange a,vec 

li: mais les dérivées *’* “ ! restent esscnliellé'iiienl 
d{x,jr,z) 

constantes et conservent les valeurs qui leur appartieuneiil 
en M. Soit W, un point situé à une profondeur f au-dessous 
de M, sur la normale à l’élément-plan cT, n” S, laquelle fait 
avee les axes des angles dont les cosinus sont m, n, p ; par 
le point M', menons M'M', égal et parallèle à MM,, el 
joignons M,M', ; soient t/,, iv, les valeurs de n, v*, 
en M, 5 u\, r'',, , en M', . On aura évidemment ou 

M, M',, égal et parallèle à Ç ou MM'; il s’agit de faire voir 
que l’écartement A^, est aussi égal à AÇ. En elïet, les coor- 
données primitives de M, sont x — mf, ~ — pfi 

celles de M', sont x h — mf, y + k — nf, z-yl — pf-, 
on a donc, par les formules (i) , 

: ,/ du du du\ 

« 

d’où l’on conclut, par soustraction, 


dz' 


, . du , du . du , 

U , «I = /< h -r- -4- / -r- = tt — n, 

J ' dx dy dz ' 

‘•‘aus^jK 0 

- ~yfui~ "i = — » 

^Or^jM,,iZtant égal et parallèle à MM', fait, i 


dVec les axes, 


angles «nx cosinus -? -» donc A?, aurâ la 
■ ''' ' 

# ni<^ü 



roisse- 
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ment sera donné par la formule (4); c’est-à-dire que 
toujours se composera de six termes variables avec Ç, 
(f, <p, mais ayant respectivement pour coefficients essen- 
tiellement constants,, ’ 


dx' 


dv du’ fdt> du’ 

dy' dz ' \rfz ^ dy 


I du’ 
\ dx 


duY ■' ' 

"!ü) 


! du' di’ \ 

’ {d^'^Tü}^ 


coefficients que nous appellerons les G,-. 


13. f^aleurs générales de N,- T,. — Or, quand on vou- 
dra évaluer les trois composantes de la force élastique 
exercée sur xs, chaque couple M, , M', de deux points 
matériels de masses fx, et fx\ , entre lesquels s’exerce l’ac- 
tion mutuelle p, p', F(^). fournira trois éléments, 

un pour chaque composante, éléments que l’on obtiendra 
en multipliant celte action parcosip cos<|;, par cos<j sinif/, 
par siny. Si l’on fait ensuite la somme des éléments fournis 
à chaque composante par tous les couples de deux points 
matériels, l’un compris dans le cylindre de la hase xj, 
l’autre dans l’hémisphère SA, on pourra mettre les G,- en 
facteurs communs dans cette somme, et la composante, 
cherchée comprendra définitivement six termes, ayant res- 
pectivement les G,- pour coefficients. Telle est la forme 
générale de toute composante d’une force élastique exercée 
en M, et particulièrement des N,-, T,-. On peut donc poser 




’N. =r: A,' 


du 

fîx 


( 6 ) 


4u 

T, - 

' Hx 


B. 


dv 
' dw 


div 

di 


„ / di’ dw \ 

^\dz^dr) 


„ idu’ da\ „ i du 


, dv du’ l dv 

''‘d'y ^‘Tz \Tz 

;■ ■/ (du- du^ ^ idu 


dx 




dufX 
dy ) 


f/v\ 

dx 


i}- 


> 
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formules qu’il faut écrire trois fois, en remplaçant, l’in- 
dice i successivement par i, 2 , 3. 

Ces conclusions sont coinpléteraent indépendantes du 
nombre des couples de molécules entre lesquelles s'exercent 
des actions, ou du nombre des termes multipliés par le 
même G, ; ces termes peuvent différer généralement, non- 
. seulement par les valeurs de et mais aussi par celles 
de F (^), et même de p., , p', ; ils peuvent se 'grouper plus 
•• nombreux sur certaines directions que sûr d’autres. Autre- 
ment, le milieu solide peut être homogène ou hétérogène, 
composé d’une seule espèce de molécules ou de plusieurs 
espèces, entre lesquelles les actions suivent les mêmes lois 
avec la distance, ou au contraire des lois différentes; les 
conclusions qui précèdent sont vraies dans tous les cas. Si le 
corps n’avait pas l’homogénéité que nous avons définie 
au n° 2, les coefficients A,-, R;,..., (6), lesquels sont au 
nombre de trente-six, pourraient varier d’un point M à un 
autre. Le genre d’homogénéité que nous considérons est 
celui où ces trente-six coefficients sont constants, c’est-à- 
dire conservent les mêmes valeurs en tous les points du 
.milieu; ces valeurs n’étant liées d’ailleurs par aucune re- 
lation nécessaire. 

Tous les phénomènes dus à l’élasticité des corps solides 
^ ' homogènes doivent donc se déduire des formules géné- 
raies (4) et (8) de la Leçon précédente, (5) et (6) de la 
Leçon actuelle; sauf les légères différences qui pourraient 
résulter de ce que les développements (i) ne sont, qu'ap- 
prochés. Mais, quand les géomètres abordent une ques- 
tion de Physique, ils étudient d’abord les termes les plus 
V influents, afin de découvrir les lois les plus générales; ils 
reviennent ensuite aux termes négligés, .pour se rendre 
compte des perturbations observées dans l’applicatioti de 
ces lois. Telle a été la marche de l’Astronomie théorique; 
telle doit être celle de la théorie mathématique de l’é- 

i 
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lasticité. Ainsi, nous bornant à la première étude, nous 
adoptons les valeurs (6) des N,-, T,-, consé<|tiences né- 
cessaires des développements (i), limités à leurs premiers 
termes. 

li. Extension aux solides cristallisés. — Outre l’ho- 
mogénéité que nous avons délinie au n“ 2, et qui conduit 

à la constance des coefficients A.-, B,,..., dans les for- 

*■ ^ 

mules (6), on peut en concevoir une autre plus générale; 
celle où l’espace occupé par le milieu serait décomposable 
en polyèdres égaux et semblablement placés, dans lesquels 
la matière serait distribuée plus ou moins irrégulièrement; 
cette distribution étant la ‘même pour tous les polyèdres. 
A ce genre de milieu, que l’on peut appeler périodique- 
ment homogène, appartiennent sans doute les corps cristal- 
lisés. Alors les coefficients A,-, B,,... des formules (6) ne 
seraient plus constants, mais devraient être des fonctions 
périodiques. Toutefois, il y a lieu de distinguer, dans les 
milieux cristallisés, les phénomènes d'élasticité où chaque 
molécule intégrante se déplace en totalité, auquel cas 
les A;, B, ,..., sont constants , et ceux où l’agitation envahit 
l’intérieur même des molécules intégrantes, ce qui exige la 
périodicité des coefficients A, , B, ,.... Les phénomènes de la 
première classe se rangent parmi ceux que nous étudierons 
exclusivement. 

Les formules (6), où les coefficients Aj, B,,... sont 
supposés constants, pouvant être appliqués, dans certains 
cas, aux corps cristallisés, il importe de détruire un doute 
qui résulte de la nature même de ces corps. La démons- 
tration des formules jO'), fondée sur le principe du 
admet que l’action mutuelle de deux molécules est dirigée 
suivant la ligne qui les joint. Or, lorsqu’un cristal se forme' 
dans un liquide, les molécules qui viennent grossir le 
noyau ne se dirigent pas vers les centres mêmes des molé- 
cules déjà fixés, mais vers les intervalles qui les séparent y 

3 . 
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en outre, chemin faisant elles tournent, afin que leurs axes 
de figure s’arrêtent dans certaines positions, et il parait 
difficile, sinon impossible, d’expliquer ces mouvements 
divers par des actions mutuelles uniquement dirigées sur 
les lignes mêmes qui joignent les molécules ; ce qui condui- 
rait à penser que les formules (6) ne sont pas applicables 
aux corps cristallisés. • . 

Mais l’action mutuelle de deux molécules M, M' dé- , 
placées dépend toujours, et nécessairement, des. projec- 
tions w, i^’, w du déplacement de M , et des projections ^ 
u', v', w' du déplacement de M'; or, qüe cette action soit 
ou non dirigée suivant MM', on conçoit que ses trois com- , 
posantes seront toujours des fonctions de u, f, w, de 9, ip, 
et de m', r-', vv',' exprimés par les développements (1)5 en 
sorte qu’elles peuvent être considérées, par première ap- 
proximation, comme étant des fonctions linéaires de u, tv 

et de On arrive ainsi à établir que toutes les 

composantes des forces élastiques exercées en M, et parti- 
culièrement les seront de la forme 


( 7 ) 


Ato -h -t- -H A h B — h C — 7— 

ax dy dz 

^dv „,dtv ^dw ^,du „du „,dv 

■+■ D— -I- D'— -+- E - — hE'— -t- F — -I- F' — - 
dz dy dx dz dy dx 


Or, toutes les forces élastiques sont nulles quand le dépla- 
cement est nul partout, ou quand « = o, t'=o, w=o; 
on doit donc avoir Aoo = o. Si le corps a exécuté un petit 
mouvement de translation quelconque, «, v, w sont con- 
stants, et comme ce déplacement général n’a fait naître 
aucune force élastique, il faut que Ao = o, Bo = o, Co = o. 

'Enfin, si le corps a 'exécuté un petit mouvement de rota- 
tion autour de l’axe des x, défini par les valeurs u= o, 
V = wz, w = — wy, w étant constant, ce qui réduit l’ex- 
pression (7) à to (D — D'), comme ce déplacement général 
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n ^ ^ ' 

n’a fait naître aucune force élastique^ il /aut que D' =D ; de 
même, on doit avoir E'=E, Fi = F, si la rotation s’est 
opérée autour de Taxe des y, puis autour de l’axe des z. 
On établit ainsi, d’une autre manière, la forme essentielle 
des valeurs (6)'. , 

Ce nouveau mode de démonstration fait entrevoir la pos-^ 
sibilité d’aborder les problèmes relatifs à la Mécanique mo- 
léculaire, en laissant indéterminée l’influence réciproque 
des différentes espèces de matières, c’est-à-dire sans faire 
intervenir directement des attractions ou des répulsions 
qui suivent certaines lois hypothétiques. Si l’on parvient 
ainsi à mettre les problèmes en équations, la nature de 
l’influence dont il s'agit, les forces qui la traduisent et leurs ' 
lois exactes se déduiront comme des conséquences. On re- 
produira de la sorte la marche de l’Astronomie théorique, 
dans laquelle l’attraction universelle, loin d’avoir été prise 
pour point de départ, ne s’est au contraire présentée que 
comme une conséquence forcée des lois du mouvement. 

^■•15. Méthode par l’intégration autour d’un point. — 
Lorsqu’on regarde comme infini le nombre des couples 
de molécules dont les actions mutuelles composent chaque 
force élastique, les coeflicients Â,- , B, ,... (6) se présentent 
sous la forme d’intégrales définies triples, dont les élé- 
ments diffèrent, de l’une à l’autre, par des facteurs trigo- 
nométriques. Les limites des variables cÿ et i|/ dépendent 
de la position de l’élément-plan c; : s’il est perpendiculaire 
aux X, les intégrations en ^ et s’étendent toutes les deux 

de-ï à -)-^i s’il est perpendiculaire aux ces intégra- 
tions s’étendent de^ = — ^àçp = -f-ï.,ctde']/ = oài|/=;r; 
enfin, si l’élément est perpendiculaire aux z, de = o à 
(j) = et de = O à i|/ = utt. Quant à riutégration en ^ , 
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elle s’élend de ^ = o à f égal au rayon de la sphère d’ac- 
livité de l’action moléculaire, pu%que, au delà, le facteur 
F (^) est nul ou insensible. Il arrive toujours que cette 
dernière intégration ne peut être qu’indiquée. Dans le cas 
général, celui où F (^) doit être considéré comme variant 
avec la direction de la loi de cette variation étant in- 
connue, on ne peut non plus efl'ectuer les intégrations en 
cji et <|>, et toutes les intégrales triples qui remplacent les 
coefficients A,-, B,-,... restent inconnues, mais distinctes. 
Si l’on suppose F (^) indépendant de (f et ip, pour consi- 
dérer le cas où l’élasticité du milieu est la même dans toutes 
les directions, n" 2, alors ou peut effectuer les intégrations 
en f et et il ne reste plus d’inconnu, dans les coeffi- 
cients A,-, B;,..., qu’un même facteur indiquant l’intégra- 
tion en 

Telle est la méthode suivie par Navier et autres géo- 
mètres, pour obtenir les équations générales de l’élasticité 
dans les milieux solides. Mais cette méthode suppose évi- 
demment la continuité de la matière, hypothèse inadmis- 
sible. Poisson croit lever cette difficulté, eu remplaçant 
l’intégrale en ^ par une somme d’un nombre de termes 
finis et indéterminés; mais cette sommation' n’étant qu’in- 
diquée, il ne fait, en réalité, que substituer le signe S au 
signe J", et cela pour une seule des intégrations, car il ef- 
fectue les deux autres. La méthode que nous avons suivie 
dans la Leçon actuelle, et dont on trouve l’origine dans les 
travaux de Cauchy, nous paraît à l’abri de toute objec- 
tion; loin de supposer la continuité de la matière, elle 
laisse dans une sorte d’indétermination le nombre des 
couples moléculaires dont les actions composent la force 
élastique; ce nombre peut être grand ou faible, il peut 
différer d’un milieu solide à un autre, et les résultats ob- 
tenus n’en seront pas moins vrais. 
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Réduction relative aux corps solides homogènes d’élasticité constante. 
Cas d’une traction. — Cas d'une torsion. Expressions réduites des 
forces élastiques. 


16. Cas simple d'une traction, — La Leçon actuelle a 
pour objet principal de chercher comment se simplifient 
les valeurs des N, , T,-, quand il s’agit de corps solides ho- 
mogènes, et d’élasticité constante dans toutes les directions. 
Le second mode de démonstration, employé au n'’ 1-i, 
conduisant aux mêmes formules que le premier qui s’ap- 
puie sur le principe des actions mutuelles, n'’^, nous 
regardons le principe dont il s’agit comme sufilsamment 
vérifié par cette coïncidence, et nous l’adoptoqys sans res- 
triction. Ce principe est surtout utile pour déterminer 
directement, dans des cas particuliers et sans recourir aux 
formules générales, la loi de la force élastique exercée sur 
des plans de même direction dans toute l’étendue du mi- 
lieu. Voici deux exemples de cette détermination, lesquels 
servent de lemmes pour arriver à la simplification que 
nous avons en vue. 

Considérons un corps solide, homogène et d’élasticité 
constante, dans lc*quel la loi du déplacement moléculaire’ 
soit exprimée par les valeurs 

(o) « = 0, V — O, !V~CZ, 

c étant constant. Toutes les molécules se sont déplacées, 
parallèlement à l’axe vertical des z, de quantités propor- 
tionnelles à leurs distances au plan hori/.ontal des jc)'. C’est 
le cas d’une traclibn parallèle aux z. I.a loi du déplacement 
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étant bien définie, cherchons la force élastique exercée sur 
un élément-plan or, perpendiculaire aux a:, et qui sépare 
le milieu en deux parties : B du côté de l’origine et du cy- 
lindre infiniment délié qui a ts pour base; A du côté op- 
,posé. Soientfx (Jîg. 3) une molécule du cylindre, mune mo- 
lécule de A ; par m p, et la normale pJN à cj, faisons passer 
un plan; dans ce plan, et de l’autre côté de pN, menons 
pw' faisant l’angle Npm'=Npm; enfin prenons pm'=pTO. 
Daprès le genre d’homogénéité que l’on suppose, s’il existe 
un point matériel en m, il en existera un en m't 

Imprimons au corps une translation descendante, qui 
ramène p à sa position primitive, ce qui ne modifie eu rien 
les forces élastiques ; le déplacement ascendant de m sur- 
passant autant celui de p que ce dernier surpasse celui 
de m', la translation imprimée laissera m déplacé de mn, 
et m' de m'n' égal à mn, mais de sens contraire. Les dis- 
tances p/7i, ^m! (^) sont égales; les projections de 

mu et de m'n' sur ces lignes perspectives sont pareillentent 
égales ; donc les déplacements, relatifs à p , des deux points 
matériels m et m' , auxquels on suppose la même masse, 
produiront sur p deux attractions égales, dirigées, l’une 
sur pm, l’autre sur pm', dont la résultante sera elle-même 
dirigée sur la normale ou bissectrice pJN . Il en sera de même 
pour tous les couples que l’on devra considérer. Donc la 
résultante totale, ou la force élastique cherchée, sera nor- 
male à'I’élément-plan xs. Ainsi, lorsque la loi du déplace- 
ment sera donnée par les valeurs (a), et qu’il s’agira d’un 
solide homogène et d’élasticité constante, des trois compo- 
santes N,, T,, T,, n” 8, de la force élastique exercée sur 
un élément-plan perpendiculaire aux x, la première exis- 
tera 'seule, les deux autres Tj, T, seront nécessairement 
nulles. . 
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i7. Cas simple de ta torsion. — Considérons le même 
milieu, dans lequel la lof du déplacement moléculaire est 
actuellement exprimée parles valeurs 

[b) “ = — O — w xz, u> = q, 

(I) étant constant. 'Chaque molécule s’est déplacée parallè- 
lement au plan horizontal des ay, et a décrit, autour de 
l’axe vertical des z, un petit arc de cercle proportionnel : 
1 ° à sa distance à l’axe des z ; 3° à sa hauteur au-dessus du 
plan des ay. C’est le cas d’une torsion autour de l’axe des z. 
La nouvelle loi du déplacement étant bien définie, cher- 
chons la force élastique exercée sur un élément-plan u, 
perpendiculaire aux x. en un point du plan méridien 
des zx. Soient: p [fig. 4) tuie molécule du cylindre; met . 
m' deux points symétriques par rapport à la normale Bp A , 
et pris dans le plan méridien ; m est la projection de deux 
points matériels M, M,, symétriquement placés, le premier 
en avant, le second en arrière du méridien ; m' est la pro- 
jection de deux autres points M', M', , symétriques de M, M,, 
par rapport à l’horizon de p. Car, d’après le genre d’homo- 
généité que l’on suppose , s’il existe des points matériels 
en M, M,, il en doit exister en M', M', . 

Si l’on imprime à tout le corps une rotation autour de 
, l’axe des z, qui ramène p à sa position primitive, ce qui 
n^altère pas les forces élastiques, les déplacements, relatifs 
à p,de M, M,, M', M', , seront des arcs de cercle égaux; mais 
ceux de M, ÎSI, iront de l’arrière vers l’avant du méridien ; 
ceux de M', M', , de l’avant vers l’arrière : d’où résulte que 
M eW^l', se sont éloignés de p, tandis que M, et M' s’en 
•stfnt.jj^prQchés. Les distances pM, pM,, pM', pM', sont 
écriés f^eliprojections des déplacements sur ces lignes le 
sont aussi; donc les quatre actions exercées sur p ont des’ 
intensités égales; mais deux sont attractives, suivant pM ét 


42 LEÇONS • ■ 

fiM'i , qui se composent sur la twBsAlrice ou normalepA ; 
deux sont répulsives, suivant iS^,p et M'p, qui se compo- 
sent sur la bissectrice ou normale p B; les deux résultantes, 
contraires et ayant des intensités égales, se détruisent,. Il 
en sera de même pour tous les groupes que l’on doit consi- 
dérer. Donc la résultante totale, ou la force élastique cher- 
chée, est nulle. Ainsi, lorsque la loi du déplacement sera 
donnée par les valeurs (b), et qu'il s’agira d’un solide 
homogène et d’élasticité constante, les trois composantes 
N,, Ts, T, de la force élastique exercée en un point du 
méridien xz, sur un plan perpendiculaire aux x, seront 
nulles toutes trois. 

Il importe de remarquer que, dans les mêmes circon- 
stances, la force élastique exercée, au même point, sur un 
plan horizontal ou perpendiculaire aux z, est parallèle 
aux J', conséquemment tangentielle ; c’est-à-dire que des 
trois composantes Tj, T,, Nj, n° 8 , de cette force élastique, 
T, seule existe, les deux autres sont nulles. En eflèt, p 
(fig. 5 ) appartenant au cylindre de base a, et m étant, 
comme ci-dessus, la projection des deux points symétriques 
M, M,, des deux actions, égales en intensité, et dirigées sui- 
vant pM et M,p, la première est attractive, la seconde ré- 
pulsive ; leur résultante est donc horizontale et perpendicu- 
laire au méridien. Il en est de même pour tous les groupes 
que l’on doit considérer. Donc la résultante totale, ou la , 
force élastique cherchée, est perpendiculaire au plan mi^ 
ridien ; c’est-à-dire que non-seulement T, =3 o, comme cela 
résulte de l’alinéa précédent, mais aussi Ns = ofau point 
désigné. . < 

Les lois simples que nous venons de trbuver appar- 
tiennent aux phénomènes de la traction e^ de là torsion,* 
quand le milieu solide présente, par rapport à la 1 ligne.^dè 
traction et par rapport à deux plans, desquels l’un est per- 
pendiculaire à cette ligne et l'autre lui est parallèle, les 
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dispositions moléculaires symëtric^es queâoiis avons sup- 
posées. Mais, si Icsolidequi satisfait â ces conditions parti- 
culières de symétrie est tiré dans une direction ditférente, - 
' ou tordu autour d’un autre axe, peut-il arriver que les 
mêmes lois simples se reproduisent? La réponse affirma- 
tive à cette question est une des conséquences les plus 
' remarquables delà théorie mathématique de l’élasticité 
des solides, et en même temps la définition la plus claire 
et la plus naturelle des corps solides homogènes et d’é- 
lasticité constante. Pour obtenir cette importante réponse, 
il faut essentiellement avoir recours à la' transformation 
des coordonnées. Si les formules que nous allons établir 
sont longues à écrire, .plutôt qu’à démontrer, il faut consi- 
dérer qu’elles contiennent la réponse attendue, qu’elles 
servent de lemmes à la simplification cherchée, et qu’elles 
nous seront très-utiles dans la suite du Cours. On pensera 
que tous ces avantages compensent l’aridité de quelques 
pages de calculs. 


18. Formules de transformation. — Soient, en conse^-* 
vaut la même origine, x', y', z' de nouvelles coordonnées 
rectangulaires du point M; désignons, comme l’indique le 
tableau, 



par m,, p, les cosinus des angles que les nouveaux 
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axes font avec les ancrens, par u', v', w', les nouvelles 
projections du déplacement de M. On sait que les neuf 
cosinus, m,; rii, sont liés entre eux par les six rela- 
tions ' 


m] n\ -t-/»; = I , 
m’ + ni +pl= I , 

+Pl = ». 

( 7 H,TO, -I- n,n, ■+- p,pi — o, 
/n,/n, + «j/i, -+-p,p, = O, 

^ /7J,OT, + 77,/?, +pipi — O, 


(a) 


ou 


j m] -h m\ -i- ml = i , 

77 J -t- 77 J -t- 77J = I , 

\p] + p\ + pI= 

77, /7, -t- n,p, -h n,pi - O, 

' />, 777, -t- p,rn-, pim^= o , 
m, 77, -4- 777,77, + 777,77, = O . 


: 


, Le tableau (i) conduit facilement, par la méthode des 
projections, aux formules 


(4) 


X = 777, j;' -H -t- ">] * , 

J- n= 77,a:' -h n^y' -I- 77, s' , 
Z = /7,.r' -t- /7,j' /7,z', 


^ u' — nitU -y n^v Px K' , 
, v' = 777 , 77 H- 77,1' -t- 
I fV ' = 777, 77 -I- 77, t> -4- /7, r«’ , 
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qui donnent T, y, z en x'^y', z' , et u! , v', w\ en u, w. 

Ou obtient les nouvelles dérivées " ! ‘*',1 en fonction 

d{x’,y, z') 

des anciennes, en dilTérentiant u', v', w' comme des fonc- . 
tions (5) de u, tv, qui sont fonctions de x, y, z, qui 
sont fonctions (4) de x',y', z' \ ce qui donne d’abord les 
formules symboliques 

4- g 4- g) , 

P = ^ (S + J Ê) ’ 

g. = + J + g) , 

\7iz' ' nÿ - ^ (2^^-^ÿ) 

(6) ^ 4- g- + , 

\du‘' du' , , /®»i "i P\\ 

_ + _ = +p,d«.) ^ 4- -) 

(myuy- ny. + p,du>) (2 + g + g) , 

? = ('».</« + (S + J S) 




du’ dv' 


,du ■+- n-idv + p-idw\ ^ -I- ^ 

*i\ax * dy Hz 


Développant, puis ordonnant les second.^ membres, on a 
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défini üvemenl 

I du' 
dx 
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du dv di'v ! dv dw\ 

- = m‘ i- n‘ — — I- -t- I -r -f- — | 

' dx ' dy ' ' dz ' \dz dy j 

( dtv du\ ( du dv\ 

dv , du , dv du> ( dv dw \ 

d7' = "'^Tx-^'^^Ty^P^-Tz-^^^P^\dz^iry) .. 


-f- 


/ dw 

du \ 

[ du 

dv \ 

— 

-h-r 

1 + m,n, — 1- 

-T- 1 

\dx 

dz) 

\dy 

dx J 


dw' , da 

m\ 


dz' 


dd 

dz' 


‘ dx 


dx 


. dw 




dv dw 


dz dr 


( dw du\ I du dv \ 

_ + _j , 

dw' du X ! dv dw\ 

— - + (u.p, + U,p.) + - ) 


( 7 )\ 


a/7j/ï, 


dv 

dy 

dw 


{P^ 


. / dw du \ 


, ^ ! du dv 

•^IHPi ^ + (r>h'h -I- »i,n,) ^ 

«/«■' du' du \ l dv dw 

dJ^M = Tx ^ ^ [Tz-^^ 

dw • s l du dv\ 

+ ■}p,Ps~ -<- + "'•”>) ’ 

* 

du’ dv' du ^ ! do dw 


dy 


dx 


dy 


dv [ dw du \ 


î/.i 


, \ l du dv\ 


du 
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^ ^ Rappelons que tes M/, T,- du tableau (8) donnent les com- 
posantes des forces élastiques exercées en M sur les plans 
perpendiculaires aux anciens axi's. Les N)- , T' du tableau (9) 
donneront, de la même manière, 


. » ■ 

X 

y 

3 


x' 

y' 


X 

N, 

T, 

T. 

x' 

N'. 

T'3 

T', 

, ( 8 ) 

T, 

N. 

T, 

(9) y' 

t; 

N' 

Tf 

Z 

T, 

T, 

N3 

z' 

t; 

T', 

N', 










les composantes, suivant les nouveaux axes, des trois forces 
élastiques exercées, au même point M, sur les plans per- 
pendiculaires aux t' z'. Désignons par X' , Y' , Z,' les 
composantes de ces trois dernières forces élastiques, sui- 
vant les anciens axes; la méthode des projections à l’aide 
du tableau (9) et les formules générales (8) du 11® 9 . se- 
conde Leçon, conduisent facilement aux trois groupes de 
relations : 


I X'i “ ÿJiK’i -t- m,T', -I- TOjT', — m,N| -t- n.T, -t- /J,T,, 

( Z, N, -t- -+- Pi T', = /«|T, ■+ n,T, 

/ X, ot,T , -t- /WjJN , -H /«jT I — ^ -t- «,T, 

(io)l Y', ~ n, T', -I- 77, N', - 4 - «3 T', = «I3T, -I- «,N,-4-77,T,, 

( Z, = / 7 , T, -I- yj.N , -t- 773 T I W2T, -t- «2T1 -I- pi^i, 

r % 

X', 7 «, T', -f- 7 »,T', -I- m,N', = «JjJV, + /i,T, -t- p,T„ 

Y 3 /îiTj-t-WiT, -t- 723N3 W3T3 ^ 723 Nj -t- ^jT, , 

Z’3 pi T', H- Piï\ H- /73N 3 = «fsT, -I- «,T| 

d’où il est facile de conclure les valeurs des N,' , T,' en fonc- 
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tion des N,-, T,-, par l’addition des trois équations de chaque * 
groupe, respectivement multipliées par m,-, n,-, où 
l’indice i est successivement 1, 3 , 3 ; ayant égard aux rela- 
tions (2), on trouve 


= /n ? N, «î N. -»- />; N, -4 - 3 n,/j, T. 

+ -I- 

N', = /jjJN, -I- «5 N, -I- /!>| Nj 4- 
-t- 3/>,ni,T, -(- 2 OT,«,Tj, 

N, =: /TI J N, -I- N, -I- />; Nj -I- 2n,/?, T, 

, + 4- 2m,n,T,; 

(1 1) { , 

jT , = 4- «injN, 4- p,p,îi, 4- [fi,p, 4- T, 

I 4- (/?,TOj4-/>j/n,)T, 4- (m,nj4- 

I T', =OTj/n,N, 4- n,n,N, -h pip,N, 4- (n,p, 4- n,p;) T, 

4- 4-/),w! 3) T, 4- (mj/i. 4 - m,n,)Tj, 

1 T'a = m.TOaN, 4- n,/!,N, 4- pip,îi, 4- («,/>, 4- n,p,) T, 

' -h (ptm,-h p,m,]T, -h (m,n,-h m,n,)T,, 

% • 

ce qui complète le faisceau des formules qui nous étaient 
nécessaires. 

Les trois premières équations (7) donnent, par leur ad- 
dition, et en ayant égard aux relations ( 3 ) , 


(12) 


du' di>' dtv’ du du dw * 

dx' dy’ dz' dz dy~^ dz' 


c’est-à-dire que la dilatation cubique 6, n” 12, peut s’expri- 
mer par la somme des trois dilat^ions linéaires prises pa- 
rallèlement aux nouveaux axes ; ce qui résultait d’ailleurs 
de l’indiflférence des premiers axes . Les trois premières équa- 
tions (il) donnent, de la même manière, ^ ' 

( 1 3) N', -f- N', -4- N'„=- N, 4- N, 4 - Na , 

tliéorèinc dont l'énoncé est facile. L’élimination des neuf 


» 
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cosinus nij, rti,pi, entre les douze équations (3) et ( 11 ), 
doit eonduire à trois relations symétriques entre les N; , T^- , 
et lesN,-, T,-; l’équation (i3) est une de ces relations : pour 
obtenir les deux autres, il faudrait entreprendra iin calcul 
assez compliqué; mais ces relations , découlent naturelle- 
ment, et d'une manière très-simple, de la discussion qui 
fera l’objet de la Leçon suivante. 

19. Réduction des N,-,'!',-, dans le cas de V élasticité 
constante. — Procédons maintenant à la simplilication 
des N; , T,- , n° 13, formules (6), dans le cas d’utreorps solide 
homogène et d’élasticité constante. S’il s’agit de N, , com- 
posante normale de la force élastique exercée sur l’élémenl- 
plan CT perpendiculaire à l’axedesx, la projection u, normale 
à B, joue un rôle distinct, les projections tangentielles v, w, 

jouent des rôles identiques ; d’où il suit que ^ aura un coef- 
ficient A, distinct de B, coefficient de-^et de que le 

dy dz ^ 


, . . dv 

binôme — 

. dz 


div 

dy 


aura un coefficient D, distinct de E, coeffi- 


dv 

dx. 


Comme 


. , t éu du 

cient commun des binômes — — h -p et -7- 

dx dz dy 

des changements dans la dénomination des axes transforme- 
raient N, en ]V, , en N,, sans que les coefficients puissent 
changer, dans le genre d’homogénéité supposé, on aura' né- 
cessairement pour Nj, pour N», les mêmes coefficients A, 
B, D, E; en observant que pour N, c’est o qui est la pro- 
jection normale, pour N, c’est tc. S’il s’agit de T, , lequel 
est à la fois composante des deux forces élastiques exercées 
sur les plans perpendiculaires aux_^ et aux æ, il arrive en- 
core que V et sv jouent le même rôle, uun rôle distinct, et 
les mêmes motifs, limitent à quatre, A, C, les coeffi- 

cients des^T,-. Ce qui donne en tout huit coefficients, distri- 
bués comme l’indique le tableau suivant : 

3*-' ÉflV. > 


4 


Mais, si la loi du déplacement est exprimée par les va- 
leurs (a), n° IC, ou doit avoir 

Tj = O, Tj = O ; 

le tableau (i4) donne alors 

T,= <ut»c, T, = D!,c; 

il faut donc que X = o, ilSi = o. Si la loi dutléplacement 
est exprimée par les valeurs [b), n“ 17, pourj' = o, on doit 
avoir 

. N, = o, T,= o, T,= o, Nj = o; 

le tableau (i4) donne alors 

N| = Do)j:, T, T, — tuj, 


il faut donc que 


D = o, K = o, t=o. * 


Ainsi les N,- , T,-, dans le cas actiiel, ne contiennent que trois 

coeflSeients; posant B = X, A = X-i-ap, et remplaçant 

du dv dtv , . 

- — I- -7 — I — T pa*" “) leurs valeurs sont 

dx dj dz ^ 

I '* 

N| \ 0 *-f- a U , N, X 9 -t- 2 u -y~a N J \ 9 + 2 u — — , 

dx djrA dz 

f dv div\ / div dit\ .1 du dv \ 
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Avec l’houiogéiiéité et la conslaiice d'élasticité siippost'e.'i, 
si l’on change d’axes coordonnés, on dqjt relrouver les 
mêmes formes et les mêmes coeflicicnls pour les iS; , T; ; p.ir 
exemple, on doit avoir 


(i6) 




Or, eu calculant N,' par la première équation (i i), à l'aide 
d»s^N,-,.T, (i5), on trouve 




-4-2A 


r 

rf«-\ 

/ dtv du\ 

(du 





Vj 



et le coefficient de ap est égal h diminué du coefficient 

de a A, d’après la première équation (y); donc, pour que 
celte valeur se réduise à (i6), il faut (juc 'A = p. Le 
calcul des autres N,' , T.' conduit au même résultat.* 

20. Formules particulières des N,- , T,-. — Par cette mé- 
thode de réduction, on obtient définitivemeni, pour les N,-^* 
T/, dans le cas'des corps solides fiomogènes et d’élasticité 
constante, les valeure » 


(N,=:ifl + ap^, N,r=>0 + 2tt^,'N, = XO-f- a 11*4-’ 

1 ■ . dx , ^ dz 

(do d(v\ (dtv du\ ^ Jdtt d^>\ 

^'=^\d£^-dpy 

contenant tlêiix*coefficients, X, p. Qiiaitd on emploie la^ 
méthode ipditjuée a la fin de la troisième Leçon, on trouve 
X =p, il -Bc resté plus qu’un seul coellicienl. Nous ne sau-^ 
rions admettre celle relation, (|ui s’appuie iiéeessaireiiienl 
sur l’hypothèse de la continuité de la matière dans les mi- 
lieux solides. I.es résultats des expériences deWertheim 

L * l- 


■ ('iTi 
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font bien voir que le rapport de X à p. n’est pas l'unité, 
mais ne semblent pas assigner à ce rapport une autre va- 
leur fixe et bien certaine. Nous conserverons donc les 
deux coefficients X et p, en laissant leur rapport indéter- 
miné. 

La réponse à la question du n° 17 est actuellenient facile. 
Les lois trouvées pour les phénomènes de la traction et de la 
torsion quand le corps présente, par rapport aux anciens 
axes 'Cordonnés, les dispositious moléculaires symétriques^ 
déCnies aux n®* 16 et 17, exigent que les N,-, T,- aien^ Ip, 
foi ■me (i5); or, si A = p, lesN,-,T, auront la forme ( 17 ),. 
etfles N' , T,' , relatifs à d’autres axes quelconques, auront 
encore et\iéccssairement cette même forme ( 17 ) avec les 
mêmes coefficients; ces N,', Tj reproduiront donc, pour 
la traction et la torsion, identiquement les mêmes lois que 
les N/, T,. C’est-à-dire, par exemple, qu’il sera indifférent 
de tirer le corps parallèlement aux z ou parallèlement 
aux z' ; de le tordre autour de l’axe des z ou autour de l’axe- 
des z'. Cette indifférence est certairtetnent la définition la 
plus claire et la plus naturelle de la constance de l’élasticité. 
Pour qu’elle ait lieu, il faut et il sufGt que A = p dans les 
formules (i5), ou que les N,-, T,- aient la forme ( 17 )- 



_ I 
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CINQUIÈME LEÇON. >* 

De l’ellipsoïde d’élasticité. — Forces élastiques ptincipales. Plans solli> 
cités par les forces élastiques. — Cas particuliers. 


21 . Ellipsoïde cT élasticité. — Les valeurs des N,- , T,- 
étantmaintenantconuuesen fonction des dérivées ^ 

d(x, r, Z) 

il faudra substituer ces valeurs dans les six formules prin- 
cipales de notre seconde Leçon ; on aura ainsi les équations 
générales de l’élasticité : les trois équations aux différences 
partielles (4)) n“ 8, devenues du second ordre par rapport 
aux fonctions u, o, %v, exprimeront les lois qui régissent 
ces fonctions dans toute l’étendue du milieu solide; les 
équations (8), n® 9, devenues aux différences partielles du 
premier ordre, fourniront les conditions auxquelles sont 
assujetties les fonctions u, v, à la surface du corps. Mais 
avant d’effectuer cette substitution, il importe de revenir 
sur les équations (8) du n® 9. Ces équations, que nous 
avons déduites de l’équilibre d’un élément tétraédrique, 
remplissent un double rôle : elles fournissent les équations 
à la surface, comme on vient de le voir, mais en outre elles 
indiqùcnt de quelle manière varient les forces élastiques, 
en un même point du milieu. C’est cette dernière propriété 
déjà résumée au n® 9. que nous allons considérer seule, 
pour la développer et la présenter sous une forme commode 
dans les applications. 

Il paraîtra que ces développements eussent été mieux» 
placés après la seconde Leçon, qu’il eût été convenable de 
rapprocher, de réunir ainsi toutes les propriétés relatives 
aUx forces intérieures, dont l’énoncé passe complètement ^ 
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SOUS silctice les déplaccnicnts moléculaires. Or^c’cslce si- 
lence môme qui nous a fait rejeter ici les développements 
dont il s’agît. Il est sans doute très-remarquable que l’on 
puisse donner une théorie presque complète des forces qui 
existent dans rimérieur des milieux, tant liquides que so- 
> lides, sans parler de la déformation de ces ipilîeux, en sup- 
' ’.jposant même l’invariabilité des distances moléculaires. 

. ^ ;’Mais comme, en définitive, cette déformation existe, qu’elle 
peut seule expliquer l’existence des forces rntérieures, cl 
leurs variations, l’abstraction de l’invariabilitédcs distances 
est inadmissible, absurde et féconde en erreurs. Poisson a 
donc fait iinO', chose utile en introduisant la considération 
du chângëtnênt de la densité du liquide, dans la théorie' 
mathématique de la capillarité. Et nous croyons utile aussi 
d’i^udicr simultanément, et en quelque sorte de front, les 
prôpflftés des forces élastiques et celles des déplacements 
moléculaires, afin que leur dépendance nécessaire soit 
eonsdpiment en vue. ’ ,^.r. 

l4&giuons, par le point M, trois axes rectangulaires, pa*. 

• rallèles aux x, jr, z. Désignonfe parx,, yi, x, les coor- 
données, par rapport à ces axes, de l’extrémité d'une ligne, 
partant de M, et qui représente, en grandeur et eu direc- 
tion, la force élastique exercée sur l’élément-plan es, dont 
•■la normale fait avec les x, y, x, des angles ayant pour 
cosinus m, ii, p. I.cs formules (8), n° 9, donnent évi- 
demment 

/ /// -l- /ïT, -H /^T, — ’ X I , 

■ «iT, -I- nN, — jTi, 

I »'T. -4-nT, = z,. * * 

• - V 

' \ • f . 

.Résignons Oncore par x' , y\, z\ les coordonnées de là 
même extrémité, rapportée à trois axes obliques, suivant 
les frois fprcçs élastiques qui s’exercent sur les élémcnts- 
^laiis pcrpmiiHculaircs aux x, y, z, forces que nous re- 
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présenterons par F,, Ft, F3, eidont les composantes sont 
respectivement N„ T3, T,; T3, Ns, T, ; ‘■Tj, T,, N3. Les 
nouveaux axes oblupies font avec les premiers, qui sont 
rectangulaires, des angles dont les cosinus ont les valeurs 
assignées par le tableau 


(*) 


*1 

ri 

2| 

N, 

T, 

T, 

F, 

F, 

F. 

T. 

N, 

T, 

F, 

F, 

F, 

T, 

T, 

,N. 

F, 

F, 

F, . 


r, 

é 

i. 


ce qui conduit immédiatement aux formules de transfor- 


mation 


(3>* 

' 


N, , 
F, 

F. ‘ 


T, , ^ T,. , 

t j« r. 


Î1 

F. 


N. , 
F, 

T, 


T, 

F, 

N, , 






La comparaison Acs deux groupes (i) et (3) faii voir 
que « 

$ t t 

. y . 2 . 


(4) 




Car, si l’on résolvait les équations (i) par rapporta w, ;i, p, 

t ! • 

X Y 3 

et les équations (3) par rapport à p^’ obtien- 
drait évidentmcnl les mêmes valeurs, puisque les deux 
groupes du premief 'degré ont les iMémes coefficients. Or 
on a nécessairement rw’ -t- n’ 4- p’ = i ; les relations (4) 
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c’est-à-dircque le lieu géométrique des extrémitésdes ligues 
qui représentent, en grandeur et en direction, les forces 
élastiques s’exerçant sur tous les éléments plans, menés par 
un même point du milieu, est un ellipsoïde; et les forces 
élastiques qui correspondent à trois éléments plans rectan- 
gulaires donnent trois diamètres conjugués de cette surface, 
que nous appellerons ellipsoïde d'élasticité. 


22. Forces élastiques principales. — Parmi les sys- 
tèmes de diamètres conjugués, tous propres à déterminer 
l’ellipsoïde d’élasticité, il en existe un, et un seul, où les 
diamètres sont rectangulaires, celui des axes de cette sur- 
façc du second ordre. Supposons que les plans coordonnés 
primitifs aient été fortuitement disposés, de telle sorte que 
. l’ellipsoïde^fS) se trouve rapporté à ses axes;les \r',, z'j 
léseront rectangulaires, ainsi *que les a:,, y,, 2 ,, étalés 
cosinus du tableau ( 2 ) devront vérifier, entre autres et si- 
multanément, les deux groupes de relations 
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qui.ihmuent pair l’élimiitalion «les N/, 

Les F,, F„ F, sont actuellement les axes de l’ellipsoïde; 
nous les supposerons inégaux, et ainsi rangés par ordre dé- 
croissant de grandeur; dans ce cas général, le seul que nous 
considérerons, laissant de côté la discussion des cas parti- 
culiers, la première des équations (8) exige qne T, = o, 
Tj = o, et les deux autres, que T, =o. Alors les rela- 
tions (j) donneut 

N, = F„ N, = F„ N, = F„ , 
et les équations (3) se réduisent à 


(9) 


— r.=ri. *,=*.; 


c’est-à-dire que les axes de l’ellipsoïde se confondent avec 
les normales aux éléments plans sur lesquels s'exercent les 
forces élastiques représentées par ces axes mêmes. Ainsi, en 
tout point du milieu solide, il existe trois éléments-plans, 
rectangulaires entre eux, qui sont sollicités par des forces 
élastiques normales. Ces plans sont les sections principales 
de l’ellîpsoTde d’élasticité. Les trois forces élastiques nor- 
males, que-nous appellerons forces élastiques principales, 
sont représentées, en grandeur et en direction, parles axes 
de .cet éllipsoïdev 11 s'agit maintenant de déterminer, en 
cha'quë pôin.t du milieu, les grandeurs des forces élastiques 
priiïèipàlés, et les positions des éléments-plans qu'elles 
solliclteift. / 

Soit A là grandeur inconnue d’une force élastique n<)ir- 


a» 
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^ 1 ' V 

male, s'exerçant, en M; soient », p les cosiuu$ des 
angles que s^ direction, pAreillement inconnu^,* fait aT^ 
les x,y, Z. Les formules (•€)■, n” 9, donneront, en y rem- 
plaçant X par m A , Y par « A , Z par /J A , _ *m‘ r* 

- ‘ / w/(N| — A)-I-/ïT 3 +/?T, = O , ^ ' 

k 

(lo)' ( wT,-t-n(N, — A)-f-/jTi=o, 

( ///T,-I-/ 2 T|-I-/*(Nj — A ) \ 

on doit avoir, d'ailleurs, m* -f- p’ = i, ce qui com- 
plète les quatre équations nécessaires pour déterminer les 

inconnues' A, m, ii, p. L'élimination des rapports 

-■> entre les équations (lo), conduit à l’équation finale 
P 

(N.-A)(N,-A)(N 3 -A)h- 2 T,T,T 3 
• _(N,_a)T|-(N,-A)T1 -(N 3 -A)J^=:o, 
■•J’ ■ ' 

ou, en développant et cliangeant les signes, 

û} 

/ A= { N, -H n, -1- N,) A’ 

( 12 ) +(N,N, 4 -N 3 N, -t-N,N, - t|-t;-t;)a 

I _ -(N,iN,N3-t-2T,T3T,-N,TÎ-N,T;-N,TÎ)=o. 

Cette équation du troisième degré donnera non-seulement 
lesaxes de l’ellipsoïde d'élastieité, mais en même temps les 
grandeurs et les signes des trois forees élastiques ptinci- 
ipâfcs: le signe -f- indiquant une traction, IcÂigne^unc 

• 

Les^lrois racines de l’équation ( 12 ) étant Représentées 
par A, B, C, on aura, par des formules connues, » * 

^ / A-l-B-t-C=N, -f- 

(13) I BC -t- CA -I- AB = N,N, NjN, -4- 
'r’I abc = n,n,N3-»-2T,T3T3 — 

Ct^mc les axes de l’ellipsoïde d’élasticité doivc^^^er les 
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mêmes, quand on emploie les'P»' , T< iiu lieu de T., 

on doit avoir idenliquemeiU “ I 

1 • 

H- K 2 + W 3 ” Ni H- Nj -h- Nj, 

N', N', + K' 3 N', + Pi’, Pi', - T'.’ -in’ - T'; 

(|4) { =N,N,-t-N,N, -i-N,N,-TÎ — t;-T;, 

>•', Pi', Pi', -h 2 r, T', r, - Pi', T',’ - K', 7 t;’ 

=.Pi,N,Pi,- 4 - 2 T,T,T,- N.T; - N,T; — Pi,TJ; 

Cl ce soûl là les Irais relations symélriques que l’on ohtienl 
elTeclivcmenl quand on élimine les neuf cosinus />,■ 

cnlre les douze équations (3) et ( 1 1 ) du n" 18. On doit re- 
garder celte coïncidence comme une vérification. 

Soit maintenant A une des racines de l’équation (i 2 ) ; A 
sera, en grandeur et en signe, l’une des forces élastiques 
principales au point M. Pour trouver la direction, ou, ce 
qui revient au même, la position du plan qu’elle sollicite, 
il faut avoir recours aux équations (to), qui donnent faci- 
lement ‘ , „ 

I =/n(AT, -^^T,T,.-P^.T,) 
T,T,m -4-T,T,« -+-T,T,/5 I = «(AT, -t-T,T,- N,T,) 

( = />(AT, -t-T,T,-PÎ,T,); 

d’où l’on conclut l’équation suivante : 

« 

/ — }■' — r 

^ A 1 , — Pt, T, ATr-l- T,ï, — Pi,T„ 


(.5) 


AT,4-T,Ï, — -M/r, 


=JP 


pour représenter le plan clierclié; x\j', z' étant ici les 
coordonnées d’un point quelconque du plan x x, z les 
coordonnées appartenant au point M, et dont A et les N,, 
'P,- sont des fonctions. , 

23. Plans sollicités par les forces élasliqueSt, — Les 
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grandeurs, les signes et les directions des forces élastiques 
principales au point M étant supposées connues, transpor- 
tons l’origine en ce point, et prenons pour axes coordonnés 
. les axes mêmes de l’ellipsoïde d’élasticité. L’équation de cet 
ellipsoïde sera 

3 ^ r’ Z’ 

Â> F C» ~ ■ 


(. 6 ) 


Les forces élastiques exercées sur les plans coordonnés 
étant actuellement normales, on aura 

N, = A, Ni = B, N, = C, T,=T, = T,= o, 

et les équations ( i ) donneront 


{' 7 ) 


m — — J n : 


B 




pour les cosinus m, n, p, des angles que fait, avec les axes 
nouveaux, la normale à l’élément-plan ta, sur lequel 
s’exerce la force élastique représentée, en grandeur et en 
direction, par le demi-diamètre D, dont l’extrémité a pour 
coordonnées 2,. D’après ces valeurs (17), le plan ra 

aura pour équation 


(. 8 ) 


j;, j; 

T 


B 


Z, Z 


c’est-à-dire qu’il sera parallèle au plan tangent à la surface 
dont l’équation est 


(' 9 ) 


X' 

A 


B 




au point où le diamètre D, vient la rencontrer, K’ étant 
une quantité positive quelconque. 

Lorsque les trois racines de l’équation (ta) sont de même 
signe, c’est-à-dire quand elles représentent ou trois trac- 
tions, ou trois pressions, la surface (19) est un ellipsoïde, 
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concentrique à celui d’élasticité (i6), ayant les axes dirigés 
de la même manière, mais de grandeurs proportionnelles 
aux racines carrées des forces élastiques principales; alors 
tout demi-diamètre D, représente une force élastique de 
même espèce que les forces élastiques principales, c’est-à- 
dire ou une traction, ou une pression oblique. Lorsque les 
racines de l’équation (la) ont des signes différents, c’est-à- 
dire quand elles représentent ou deux tractions et une 
pression, ou deux pressions et une traction, la surface (19) 
est l’ensemble de deux byperboloïdes, l’un a une nappe, 
l’autre à deux nappes, ayant un même cône asymptotique, 
dont l’équatiou est 


(20) 


r’ z’ 


alors, si le demi-diamètre D, rencontre l’hypcrboloïde à 
une nappe, il représente une force élastique de l’espèce qui 
est double parmi les forces élastiques principales ; s’il ren- 
contre l’hyperboloïde à deux nappes, il représente une force 
élastique de l’espèce unique. Le passage de l’unp à l’autre 
des deux espèces se fait sur le cône (20); tout demi-dia- 
mètre D,, couché sur cette surface conique, représente une 
force élastique tangentiellë, laquelle s’exerce sur le plan 
tangent au cône, suivant l’arête D,. On peut appeler le 
cône (20) cône des forces -^Jastiques tangentielles, ou 
plus simplement cône de glissement. 

24 . Cas où tune des forces élastiques principales est 
nulle. — Lorsque le dernier terme de l’équation (la) est 
nul, il existe en M un élément plan sur lequel ne s’exerce 
aucune force élastique, et l’égalité des composantes nor- 
males réciproques, n° 9 , indique de suite que ce plan con- 
tiendra toutes les forces élastiques. Si on le prend pour 
celui des x, y, par rapport à l’origine M, en dirigeant les 
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axes (les x,j , siiivaiil les deux forces élasli(]ues principales 
A, B, qui restent lorsque C = o; si, déplus, on désigne 
par y l'iiiclinaisou de l’élénieut-plan a, sur lequel s’exerce 
la force élastique représentée par la droite D, partanldeM, 
et dont l'extrémité a pour coordonnées x,, j',, *, = o, les 
cosinus «I, /i,p seront 

T ir’ " ~ ÏÏ’ ~ 

A * 

on aura, par la relation nécessaire w’ 4- p’ = i , 

(21 ) 

et le plan o aura pour équation 




.r, j: 
_ 


-4- + ZCUS7 = o. 


D'après ces relations, les forces élastiques exerc(îes sur 
tous les plans de même inclinaison y sont les demi-diamè- 
tres d’une ellipse ayant ses axes proportionnels à siny, et 
respectivement à A, B. Le plan ra, d’inclinaison y, sur 
lequel s’exerce la force élastique représentée par un^mi- 
diamètre O, de cette ellipse, a 'sa trace parallèle à la tan- 
gente à la courbe dont l’équation est 


(22) 




au point où ce demi-diamètre la rencontre. L’é({uatioii (22) 
représeirte une ellipse, si A et B sont de Etièntc signe ; deux 
hyperboles conjuguées, si A et B sont de signes contraires. 

Dans ce second cas, si D, a pour équation y = ±.x ^ ^ » 

il représente une force élastique tangenticllc, s’exerçant sur 
le plan, d’inclinaison 7, droite D, est la trace. 
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"^ Aux diverses inclinaisons correspondent autant d’ ellipses 

semblables (21)5 pour la plus grande, y = ^ > et o est per- 
pendiculaire au plan des forces élastiques. Toutes ces con- 
> séquences se déduiraient, d’ailleurs, de la considération des 
- plaques elliptiques et hyperboliques, auxquelles se rédui- 
sent les surfaces (16) et (19), quand C = o, en interprétant 
convenablement rindéterminalion apparente des plans tan- 
gents, aux bords infiniment courbes de ces plaques. ^ 

25 . Cas où deux des forces élastiques principales sont 
nulle's. — Le cas où C = o, B= o, et où A existe seul, 
n’oifre aucune difficulté; le théorème du n° 9 , sur l’égalité 
des composantes normales réciproques, suffit pour le ré- 
soudre complètement. D’après ce théorème, dans le cas 
dont il s’agit, toutes les forces élastiques sont nécessaire- 
ment dirigées sur la même droite L que A, seule force élas- 
tique principale qui subsiste; donc la force élastique qui 
subsiste sur uù élément-plan a, dont la normale est /, s’ob- 
tient en projclanl A sur l, et eu reportant la projection 
obtenue sur L. Quand deux des racines de l’équation (12) 
sont égales, les surfaces (16) et (19) sont de révolution; il 
arrive alors ,que tous les demi-diamètres appartenant à 
l'équateur de l’ellipsoïde (16) représentent des forcesélas- 
tiques normales. Si les trois racines de l’équation (12) sont 
égales, les surfaces (16) et (19) sont des sphères; toutes les 
-forces élastiques sont normales et ont la même valeur. 

* Telles sont les lois qui régissent les forces élastiques, en 
un même point, d’un milieu solide. Elles sont d’une très- 
grande généralité; car les équations (8), n“ 9 , qui les ren- 
’ ferment toutes, ne supposent ni homogénéité ni approxi- 
mation d’aucune espèce. Elles sont à l’abri de tout doute 
sur la nature des actions moléculaires, dont on peut se dis- 
penser de parler en adoptant, pour la force élastique'^ la 


« 
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seconde définition du n» 5. Leur démonstration est facile,*' 
tellement que nous avons pu craindre le reproche de déve- 
lopper ici une analyse trop élémentaire. Leur énoncé a la 
forme géométrique, la plus goûtée des ingénieurs. Enfin, 
elles sont d’une utilité incontestable, et les praticiens trou- 
veraient à chaque instant l’occasion de les utiliser, s’ils les 
connaissaient. N’y a-t-il pas lieu de s’étonner qu’une 
théorie si simple, si naturelle et si féconde en applications, 
io’entre régulièrement dans aucun cours classique? 

La Mécanique rationnelle emploie de même, pour étu- 
dier les moments d’inertie, la considération de l’ellipsoïde; 
mais, on en conviendra, celte surface ne s’y présente pas 
aussi naturellement que notre ellipsoïde d’élasticité. En 
outre, ici les deux genres d’hyperboloïdes, et le c^ne, et 
l’ellipse, et les hyperboles conjuguées, interviennentégale- 
ment. En un mot, les surfaces et les courbes du second 
ordre, pourvues de centre, viennent remplir, dans la théo- 
rie de l’élasticité, un rôle aussi important que les sections 
coniques en Mécanique céleste ; elles lui appartiennent aux 
mêmes titres, elles en traduisent les lois avec autant de 
clarté, et même plus rigoureusement, car les lois des forces 
élastiques autour d’un point ne subissent aucune pertur- 
bation. Si, dans l’avenir, la Mécanique rationnelle, cou- 
rant plus rapidement sur les problèmes, aujourd'hui com- 
plètement résolus, du monde planétaire, se transforme pour 
s’occuper avec plus d'étendue de physique terrestre, la 
théorie que nous avons exposée dans cette Leçon formera 
l’un de ses premiers chapitres, et des plus importants, 
comme la suite du Cours le démontrera. 
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« 

Kqiialions de rélasticitù pour lés solides honio^ncs d'élasticité constante. 
— Cas de l'éqiiilibre d'élasticité. — Des l’orees émanant de rentres exté- 
rieurs. — Coerticienl »réîastici(ê. * 


. 26. Équations de l'c/asticitc pour les solides homogènes 
d'élasticité constante. — Dans les applications ([iii vont 
Suivre, nous ne considérerons d’abord que les corps solides 
liomogcnes d’élasticité consianie. I.es IN,-, T,- ont alors les 
valeurs 


, . du I tlv dtv \ 

( da> du \ 

dx dz J 

+ , T, = p(^- + -j 


, , "* ilt} 

(i)f /Nj — X0-h2p ~5 Tj 


dans lesquelles X et pi sont des constantes, cl d ou la dila- 


tation est 

(’) 


6 = 


du f/l' 


da> 


dx dy dz 


Ces six fonctions N,-, T,- doivent vérifier les trois. équa- 
tions aux tliirérenccs partielles du premier ordre, déduites 
de l’équHibrc d’un élément parallélipipédiquc, et qui 
sont 

f/N, 

dx dy dz 

f/Tj f/N, f/T, 


(3) 


dT, f/T, 

+?X = o, 


de. 


d, 


dz 


■+■ p\, = O, 


f/T, f/T, f/N, 


de 


dy 

1# 


dz 




-t” P /.O — O. 




4 


-f ■ 
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P étant la «lensilétlu iniliou; Xo, Y<f, Zo étant los forces 
^sollicitent la masse et qui comprennent les forces d’inertie, 

^ .. ■■ ^ 

si le corj)s se déforme on vibr<‘. Ces forces d’inertie, — 

y f/ ^ 3 . 

• si l’on observe que les coordonnées du 






potnt3'I, déplacé et venu en ni, sont x + u, > z + 

, d-u d'v tl'tv ,, , 

se reauisentji — - — ; — ; deeaseons-les, ctre- 

^ V rff’ ° ’ 

présentons encore par Xo, Y,,, Zo les composantes des forces 
extérieures qui peuvent agir sur la masse : les équations (3) 
deviennent 


( 4 ! 


f/N, 

dx 

d'ï. 

dx 


dy 

r/N, 

dy 


dXi d^u 


dl, 


f/V 


+ ^ = P ,7F 


dT, dl, rfN, dUv 

P ^‘ = P rfF' 


et, par la substitution des valeurs (i), en ayant égard à 
l 'expression ( 2 ) de 6, on a 




(5) (x + f*) 


dy 


f/’n 

rfx’ 


, d^ 


td^w 


d'‘u 

d' n\ 

+ px.= 

d*u~' 


dz' } 

"P-^’ 

d'v 

d'vX 


d'v 

dy'' 

Hï' ] 

+ P Yo : 

= P77ïi’ 

d’'m 

d'a>\ 

I -f- pz,= 

d’if> 

dy' 

77F J 

"P 


r ' 

Ces nouvelle» équations, aux différences partielles du se- 
cond ordre, entre les fonctions u, v, w, expriment les lois 
du déplacement moléculairc;^ recourant encore* à la^yâ- 
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leor ( a) de 0, elles peuvent se mettre sous la forme 
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V , 1; V 

kiS <4 . 
s 'T 



< 

'dtv 1 

'0 

' Jd\* f/tv\ 


,dz J 

fdu r/i-yi 
\dy dx) 1 

dz 


,U \ 

Jdw dii\ 


(dv f/(f\ n 


"1 

ydz-d^) f 

djT 


dy J 


V 

^ ■ Lç plus souvent, les Xo. Yo,Zo se réduisent aux compo- 
santes de la pesanteur; nous supposerons, plus géjtérale- 
nienl, qu’elles proviennent^ d’attractions ou de répulsions 
émanant de centres extérieurs fixes, et qui suivent la loi de 
la raison inverse du carré des distances; alors X„, Yo, Zo 
seront respectivement les dérivées en x, y, " d’une même, 
fonction Fo, vérifiant l'équation 


( 7 ) 


f/T, rf»F„ rf»F,_ 
r/.r’ (ty’ Uz‘ **’ 


on aura donc, dans ce cas général. 


„ r/F. 

A. = - 7 —» 

(LT 


Y - 7 - 


et, d'après l’équation ( 7 ), 


d\, ^ rfY. 
dT dy 


dZ, 

dz 


■^lr\r 


Pin vertu, de'’ cette ^rijière relation, si l’on ajoute les ti»j 
éc|uations les avoir respectivement sJîfTércnii^' 

par rapporl^à'x',^, z, les forces extérieures disparaitropf 
du résul^atf}^» J^renthèses au cobîÈcient fi s'annulcrfljjt 

aussi; le second membre ne sera autre chose que p' 

‘ jJ 


m 

le a -S — . 
dr 

5 . 
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( 8 ) 



ii<na ,i'<i rVo\ (l’o 


é(|iiation r£man|iiahlo, qui régit la fonction 0, ou la 
tlilafation cubique, clans le? milieu solide légèrement dé- 
formé. ■ ^ . 

27. Cds tic l'éijuilihrc (l'étnsiiciuK — Quand il s’agit 
de réquilibre d’j-lastieilé, les fonctions n,e, le , et pat' 
stî^lc sont indépendantes de I ; les équations (5) de- ^ 

} 


c lenncnt 


(«.)) 


/c/’« d^ii tl’it\ 

/c/’e fl^v ri'i>\ 

j il^iv d'tv d*n’\ 

c77’ ^ c7^ J + P “ ' 


(X -1- fi) 
(X -I- (») 


— 

dx 

c/0 

cil'- 

r 


■t l'équàtlon (8) se réduit .à 


>■ i 

(. 6 ) 


c/=ô/ 
dm' * 


d’O 

-V- ■ 

dy' 


d'O 


e’esl-.à-dire que la dilatation 0, dans l’intérieur d’tin corps' 
solide homogène en équijibre d’élasticité,' suit la loi déjà 
^mpérature, dans le même corps solide eu équilibre de 
ebaleur, et la même loi régit le potentiel — F», dans l’at- 
lr.action des sphéroïdes. Ctf}d^blc rapprochement, entre 
(kJ tbÿrics phpjco-matbématiques^cn apparence si drffé- 
reiues,Çst un fait analytique très-rei^;c|uàble, êiq’ui pourra 
«tlii r de point de départ cpiand ifs’agiï^^de ramener à 
Hûni lé toutes les théories partielles. 

■ IPour énonerr généralement les propriérés des fonctions 


qiM se présentent dans la théorie actuelle, et |>our simpli/icr 


4ri 
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cil iiu^im; temps récriture des étjuatioiis que ces ruartions 
doivent vérifier, il nous sera commode et ulHe d’employer 
une expression et une notation que j’ai introduites. On sait 
et l’on peut d’ailleurs vérifier aisément que F étant une 
l'onction des trois coordonnées o", z d’un [loint dans 
l’espace, les deux expressions différentielles , . 


f' 




lÜ' 


tl'V 

tty 


d ' V >rK" Z, 
~dz'' 


*conscrvent les memes formes et les mêmes val<îprs numé- 
riipies en chaque point, pour tous les systèjtoi«axes coor- 
donnés rectangulaires. J’appelle ces expressM|re«^ïnnè//'e,» 
ili£ércnlicla du premier et du second la fonc- 

tion F, cl je les désigne par A' F, A’ F. Nous dirons donc : 
la dilatation dans un corps solide en équilibre d’éhwi.icÿé, 
la'lcmpéraiure dans le même corps en équilibre de l'halcur, 
et Ip potentiel de l'atlraclion des sphéroïdes, sont des fonc- 
tions dont le paramètre différentiel du second ordre est mil , 
cl nous écrirons les équations (9), (7), (10) de la manière 
suivante : 

P rfi: 

, , dÿ rfF, 

{^+ 


= O, 


(■■) 


dy 


.0, 


, rfF. 


i’F. 




Atiisi, prendre le A’ d’une fonction ou d’une équation, 
e'esi faire la somme des trois rcsultalsobtenus, en dillércn- 
liant successivement cette fonction ou celte équation deuiK. 
fois par rapport à x, deux fois par rap’pori .à j, deux fois 
par rapport à z. Or, si l’on prend les A’ de? trois: premières 
équations (11), et qu’on ail égard^ aux deux dcj nièrçs^. 
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A’.A“«=:o, A'.A’<<=0, A’.A’h' = o, 

et comme les N,-, T,- sont des fonctions linéaires et à coef- 

/’ • * * » •'i , . - , 

. ticients constants des — — ^ -y il s ensuit que les N, , 

T,-, ainsi que les u, e, iv, vérifient l’équation *X 

•» • 

(12) . A^A>,p = 0, 

• f •» 

c’est-à-dire, par la notation ordinaire," 

\(U^ dy' dz‘j \dx'‘ ^ dy^ dz> ) 


dx^ 


dy‘‘ 


d^ + '!h 

\ dx' d-jd dz- } 


OU bien, en développant. 


d'(f 

dx‘ 


dy* ^ dz* 


. dyylz* 


dz* 


dz^dx* 


d*o 


dx* dy 


7 = q. 


Tel est le caractère général des fonctions qui expriment, 
soit les projections du déplacement moléculaire, ‘^oit les 
composantes, des forces élastiques, dans l’intérieur d’un 
corps solide homogène et d’élasticité constante, lorsqu’il 
est en équilibre d’élasticité; c’est-à-dire .que le paramètre 
diflërenliel du second ordre du paramètre différentiel du 


second ordre de ces fonctions est nul. 


??• 


On sait que l’équanon A*F’ = o est vérifiée par l’i 
^égrale triple , . y', i ' 


ipl 




dzd^d 


7 . 




i'- 


Digitized by Google 


SUIl l’élasticitk. ‘-V* Tt 

dans laquelli’ le dénoiuiiialeur II esl ■ '•_ 

4 i 

('4) R = v'<J— a)*+{/— (z — y)'. 

Or, on s’assure aisément que l’équalion (12) ésl vériliét; 
par celte autre intégrale triple 

(•5) , = ////( *,p, y) Rdarfp rfy; 


eu effet, celte valeur tic y donne 




(Lc^ 


^^ =////(«' rfarfprfy, 

=/7’//(*> P> v) J ''v’ ■ 

A’y :=z 2 F, a’a’y:=0. 


I.a fonction F (i 3 ), dans laquelle les signes d’intégralion 
peuvent être remplacés par celui d’une somme de leruje.s, 

_a^i'*çu généralement le nom de potentiel; si l’on convenait 
"fle rappeler potentiel inverse, on pourrait donner à lu 
fonction «f (10) le nom de potentiel direct. Ou, mieux 
encore, en s’appuyant sur une analogie remarquable avec 
lés- intégrales elliptitjues, on pourrait appeler F potentiel , 

tÙ^a première espèce, f potentiel 'de la seconde espece. 

Nous dirions alors : la température ou la dilatation dans un ’’’ 
corps solide homogène en équilibre de chaleur ou d’élasti- 
cité est une fonction de mètne nature que le Jfolenliel de 
première espèce; les projections du déplacement molécu- 
laire et les composantes des forces élastiques sont des fonc- 
tions de mètne nature (|ue le potentiel de seconde espèce. 

Ces rapprochements et ces analogies sont loin d’èlre futiles : 
ils établrêsent nu lien entre les divers sujets dont s’oceupetu 
les géo.uiètres, entre le passé cl l’aveiur de leurs recherches; 
etgce'lien, 'd'abord -ïinperceplihie el^ douteux, peut grossir 
un jour lie tnanière à faire voir qutf tant de travaux si dif- 
férents couveigcnt vers un même but commun. 


> 


* 
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28. Sur les forces émanant de centres extérieurs. — 
'Les équations aux difTérences partielles (5) ou ( 9 ) sont 
linéaires et à coefficients constants, jnais elles ont des 
> âoiuiés. Les fonctions u, se composeront donc 
espèces de termes : les uns fprmant les intégrales 
générales des équations (5) ou ( 9 ), ^^^urvues des , Yg , 
Zg-, les autres destinés à faire disparaître ces quantités, ou à 
vérifier les équations (5) ou ( 9 ) complètes. Désignons par 
«g , t^o , Wd les termes de la seconde espèce. Si les Xg , Yg , Zg 
ont la forme 



dF. 

€IJC 


ï, = -y- t 
djr 


™ dFc 
L»— — > 
dz 


Fg, vérifiant réqunion ( 7 ), sera un potentiel pris négati- 
vement, et conséquemment de la forme 

« étant l’expression (i4)* Posons alors ' r 

f,= ^ J'J'J'/(tt, li,y).Rdad^dy, f 


et prenons 


u,=:K 

ax 

; 


• .* 

dy 


— K 

«V — n- - 7 — t 
dz 


K étant un coefficient indéterminé; on en déduira - 

9. = KA*?„ = — F. (n“ 27), 

et Ço étant indéjiciidant de /, les équations (5) ou ( 9 ) seront 

. * 

vérifiées si l’on preiiü K = wnséquemmeut 


P iV, 

X -f- tfx 


\ ~i fif 




1 : 




X -f-üp ffz 

•A' ' 


% 


4 % 
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Si les Xo,Yo,Z. sont i^s. constantes a, 5, c, on trouve 
facilcnieiUjifu’il faut prendre ' , 


X 2p 

2 

P 

h 

X -1- 2p 

2 

P 

C 


). H- 2 ft 2 

Sachant faire disparaître les termes en Xj, Y., Z., on 
peut les supprimer dans les équations (5) ou {ÿ), ou, comme 
on dit, en faire abstraction, et s’occuper uniquement de 
la recherche des intégrales de ces équations ainsi' réduites. 
Mais la suppression des termes dont il s’agit peut s’appuyer 
sur uji antre motif : les fonctions u, v, le «étant définies 
par des équations linéaires, le groupe Uo, fojW., ainsi 
que les^ autres groupes de termes qui composent les in)«7-. 
grales, représentent autant d’états particuliers du. milieu 
solide, lesquels se superposent sans que leurs -lois soient 
altérées ; 'or, dans les corps solides que nous aurons à consi- 
dérer, la déformation qui résulte de l’action de la pesanteur, 
ou de toute autre force extérieure, sur ces corps seuls, c’est- 
à-dire celle que mesurent les Uo, i'o,n'o, est le plus sou- 
vent tout à fait insensible ; les cofps figides peuvent donc 
être considérés comme si ces forces extérieures n’existaîtnt 
pas, quand il s’agit d’étudier l’effet d’actions d'une, 
nature, exercées âur leurs surfaces, et non pas su^H^r^ 
masses. C’est ainsi qu’il faut c'ulendre qu’on fait abstraction 
des* Xo , ;Y^ ,"Zo . , ■' * 

' "SO. Détermination’ des coejficients (X, p). Coefficient 
coeflicients constants X et p, introduits 
) , sont des quantités de môme espèce que 

I .«i’rÉX'' • I ^(«, r, U’) , .1 . 

les n,-*, C, , puisijue les sontdes rapports^ ilssex- 

• 4k k 
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prinieroitl do|ifep3r les iiiàfflea^jjtés que les fo 
tiques, c’estrJhftre pat:ua)|t|jU|^ nombre de 
pressant ruriité de surface. "îes valeursrnumériques de ces 
‘Coefficients, pour un corps solide homogène et d’éIa.sJ4(^/(ié 
de’ nature donnée^ pourraient* se déduire- d’#f* 

' périences faites sur ce coips, dans les deux cas d’équilibrè • 
d’élasticité les plus simples.* 

Lorsque le solide est soumis à une pression uniforme 
— P sur toute sa surface, il doit se contracter en restant 
semblable à lui-inéme; de là, et en supposant que l’origine 
des coordonnées reste fixe, il suit t[ue les projections du 
déplacement seront représentées par les valeurs 




v = ay, w=iaz. 


on a est un côeflicient constant à déterminer, et qui.^éri- 
fient éyidemniènt les équations (9) quand on fail,abslwc- 
tion de la pesanteur. Par ces valeurs, les T,- (1) sont nuis, 
les N, se réduisent tous les trois à N = ( 3 X-)-aft)a, et 
-qette composante normale, partout la niêinej^ii’est autre 

que — P 5 on a donc a = * 


3X + 2(1 


c’est la contraction 


linéaire. L’expression (2jde6devientô = 3 a = — jy 


3P 


K 


c’est-à-dire que 



3 _ 
3 > - 1 - 2(1 






i^mpressibilité cubi(|ue de l’unité de vo]ui^ü,'^ns 4 i|^‘ 
|^ 4 k*'> 1 c à l’unité. Si des expériences onVjji^itV^tiiraî-' 
lière réKtionj(^tn entre ^ 
■jsmaticiue et$c‘farêl<S^ei'ti^fe^^a 


P 

tre «,TSi aura une prein 
X* Supposons le corps prjsmaticjue 
parallèles aux z ; s’il est soumis à 
unité de surface de ses deux bases b0rÎ2()^^lü^'>i^j|^[ni|la 
étirement parallèlciueut aux arêtes, cuntra(%^m,j^fii%riue 
pahillèlement aux bases, cl les projections du^c^lncctnenl 


T' 


« '» 
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seront représentées par les valeurs i ■■••.4 

■ : t 

«=■ — ax, V — — ay,- (v = cz,„* ■ 

, *• ' '■ * *■ ' 

où a et c sont des constantes à déterminer, et qui vérifient 
les équations (9) quand on fait abstraction du poids du 
corps. Par ces valeurs, les T,- (t) sont nuis, et l’on a 

Ni = N, = (c — 2 a) X — 2 aft, N 3 = (c — 2 a)i + 2 Cftj 

or N, , N, , partout les mêmes, sont nulles à la surface la- 
térale du prisme, etNj, partout le même, est nécessaire- 
ment égal à F ; on a donc les relations 


Xc — 2 (À -t- (x) a = O , (X -t- 2 u) c — 2 Xa = F, 
d’où l’on conclut 


X 

I -I-- 
f* 


U ' ^ 

t, « = -- 


I = c laSX. 


3X-4-2lt 2(X.3X-+-2p 3X-+-2fi 

* • - * 

« 

Ainsi, il y a dilatation, et le coefficient de 'celte dilatation 


cubique est 1 


■ î ou le tiers de « du cas précédent. L’al- 


3X -I- 2 (x 

longement de l’unité de longueur du prisme, par une trac- 

•tion égale à l’unité, c’est-à-dire .^5 ou est 
. zr F 


w 


3 X -4- 2 fi ^ 


Si des ex^iériences ont fait connaître | 3 , on aura une se- 
conde relation (l>) entre X et p. 

Les deux équations (a) et (b) donnent 


3 . I 

()p — a 


yP- 
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Si l’on admellail la relation X=^, à laquelle on est conduit 
par la méthode défectueuse indiquée au n“ 15, les équations 

*■ _ 3 2 , . 

(n) et (b) donneraient «= |3 = - a. Certaines expé- 

riences de Wertlieim le conduisent à = 2 p, ce qui 


donne a = ^ = g— • Mais il peut se faire que le rapport - 

ne soit ni égal à l’unité, ni égal à 2 , et qu’il varie d’un 
corps àr un autre. C’est un point qui ne peut être éclairci 
que par de nombreuses expériences.' On est convenu d’ap- 
peler coefficient ^l'élaslicité d’un corps l’allongement 'de 
l’unité de longueur d’un prisme, formé avec ce corps, sous 
l’inlluence d’une traction égale à l’unité; c’est le coclhcient 
(i (f>); nous le désignerons dorénavant par E. Ainsi 


■’ E = 


1 -4- - 



-t- 2(i 


es? la valeur, en X et p, du coefficient d’élasticité. 


«•> 

50. Comparaison des méthodes. — Ici se termine ce 
que nous avions à dire pour démontrer les équations géné- 
rales de l’élasticité, et particulièrement celles qui appar- 
tiennent aux solides homogènes et d’élasticité constante^ 
On trouvera pgut-être longue et minutieuse la marche que 
nous avons adoptée, en la comparant à celle qu’ont suivie 
Navier^ Poisson et d’autres savants; mais il ne s’agissait 
pas seulement d’établir rapidement ces équations, il fallait 
bannir tous les doutes que l’ancienne méthode et ses résul- 
tats immédiats ont laissés dans l’esprit des géomètres et des 
physiciens. INotls croyons avoir atteint ce but. Notre marche 
réduit à néant toutes ces discussions sur la forme de la 
fonction 1 ’ (Ç), n” i, sur les grandeurs relatives de deux 
intégral^' délinies, dont les éléments se composent de cette 
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fonction inconnue, multipliée par des puissances diffé- 
rentes de 4^5 discussions qui prouvent uniquement que la 
question avait été mai abordée, puisque l’on voulait prendre 
pour principe le point même que la théorie doit éclaircir 
par ses déductions et ses conséquences nécessaires. Car, 
pour nous, cette fonction F (4’) est complètement incon- 
nue; nous n’avons besoin de présupposer aucune de ces 
lois, sinon que cette fonction est insensible dès que au 
contraire, est sensible, puisque les faits protjvent que toute 
adhésion cesse entre deux parties d’un même solide sépa- 
rées par une distance appréciable. r 

Chez nous, plus d’intégrations autour d’un point, les- 
quelles supposent évidemment la continuité de la matièie, 
hypothèse absurde et complètement, inadmissible, même 
par abstraction; mais, au lieu de cette continuité imagi- 
naire, existe la continuité réelle des déplacements géomé- 
triques, n“ 11. Pour nous, le nombre des couples molécu-+ 
laires, dont les actions composent la force élastique, est 
ou petit ou grand, et reste inconnu ou non déterminé. Par 
l’ancienne manière de voir, les solides homogènes d’élas- 
ticité constante étaient très-difficiles à concevoir, et, par 
suite, à admettre; op était obligé de recourir à une cer- 
taine moyenne d’intervalles moléculaires assez vaguement 
définie, et qui laissait planer sur la théorie le soupçon 
d’un certain- genre d’approxi station qu’il serait impossible 
d’évaluer. Ces difficuTtéa»et ce soupçon. sont écartés par 
le fait analytique que nous avons -signalé n*” 17 et 20, sa- 
voir, qu’il peut exister, dans un solide, un mode de distri- 
bution des molécules, symétrique par rapport à des plans 
déterminés, et tel, que le corps Se déforme de la même ma- 
nière lorsqu’il est tiré ou tordu, quelle que soit la direc- 
tion de la ligne de traction ou de l’axe de torsion. Enfin, 
la méthode de l’intégration autone d’un point conduit à 
l’égalité dS'dcux ccefficicn'ft^jJ^J^, et, par suite, à des for- 
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mules usuelles, dont l’expéricncea lonsiaié l’inexactitude;' 
par notre théorie, ces deux coefficients sont distincts, et 
leur rapport reste inconnu ou non déterminé. En un mot, 
s’appuyant sur des hypothèses, l’ancienne théorie avait éta- 
bli des formules douteuses qui devaient expliquer tous les 
faits, et auxquelles la nature devait en quelque sorte obéir; 
tout au contraire, s'appuyantsur les faits, U nouvelle théô- 
rie ne suppose rien de ce qui nous est encore inconnu, 
elle démontre des formules qui sont à l’âbri de tout doute, 
et qui peuvent réellement servir, de concert avec l’expé- 
rience et l’observation , à nous dévoiler les secrets de la 
nature physique. 



f * 


♦ 
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SEPTIÈ31E LEÇON. 

. à 

-IHi travail tlos forces élastiques. — Théorème tie Clapeyron. — Travail 
^ truite traction. — Travail d’une compression. — Puissance d'un ressort . 
— Application aux constructions. . . 


31. Travail des forces élastiques. — Lorsqu’une force 
lire oji presse un corps solide, donl au moins trois points 
sont fixes, le produit de cette force par la projection, sur sa 
direction, du déplacement total qu’elle a fait subir .i son 
point d’application, représente le double du travail ctrecuié 
depuis l’instant où le déplacement et la force étaient nuis, 
.^jusqu’à celui où le déplacement et la force ont atteint 
"leurs valeurs finales. Soit, par exemple, un fil métallique 
fixé verticalement par son extrémité supérieure, ayant une 
longueur /, une section a, et qui se trouve allongé de a, 
sous une traction f s’exerçant à son autre extrémité; 
E étant le coefficient d’élasticité, on a, par sa définition. 


r 

de là on déduit 


-—vl f-—-.- 

I — ’ J — r I “ > 


'■ . Ç“' f. T a' I fffl 

/rfa = ^^ac/a, / /c/a =-•- = - a ; 


et si l’on désigne par F la traction. finale, lorsque ’iPcâlIon- 
gement est définitivement n, il'vient 




/c/a. 
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Ce fjui démontre ou vérifie le Icmfnc ét\oncé, car I jAà 

est évidemment le travail effectué. 

Telle est l’expression connue, et seule enseignée, du tra- 
vail des efforts exercés sur la surface d’un corps solide, et' y., 
qui produisent sa déformation. Clapeyron a trouvé une * 
autre expression du même travail, dans laquelle inter- 
viennent toutes les forces élastiques développées dans l’in- 
lérieur du corps solide. L’égalité de ces deux expressions 
constitue un théorème, ou plutôt un principe, analogue à 
celui des forces vives, et qui parait avoir une importance 
égale pour les applications. Dans notre théorie, ce nouveau 
principe se démontre de la manière suivante. 

32. Théorème rte Clapeyroh. — Il s'agit d’un corps 
solide homogène et d’élasticité constante, parvenu h un ' 
état d’équilibre d’élasticité; on fait abstraction de sort^ 
poids, ou des X», Yo, Zo, n“ 28. Les équations déduites' 
de l’équilibre de l’élément dxdjdz se réduisent alors à 


(>) 



= O, 


les N,-, T,- avant les valeurs du n“ 26. Ajoutons ces trois 
équations après les avoir respectivement multipliées par 
M, v', iv;.iînultiplions le résultat par dx dj dz, pourl’in- 
tégrer dans toute l’étendue du corps; int^égrons par partie^ 
et séparément,^ les différents termes, de l’intégrale tripley^ 
chaque terme, par exemple 


///S« 


dxdydz. 


4 * 


. •* • 
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peut être remplacé par .. 




; 


'■“J'.J' f/xdz[îi\ u' — tiYtt") — J' J'^J‘'îi,^dxdydz-, 

,êt de même pour tous les autres termes; si l’on interprèle, 
comme au n° 10, les intégrales doubles détachées par çefte 
opération, on arrive facilement à l’équation 

2(Xo + *>* 



(=«) 


^ du „ f di> dtv\ \ _ 

j. ; 

dv tdw du\ f v' ^ 




div fdu f/p \ I ' ■ ' • 

+ "•5--" "-(.7 "s)! 

Le premier membre est la somme des produits des compo- 
santes des forces agissant sur la surface du solide, par les 
projections des déplacements subis par leurs points d’appli- . 
cation; c’est la première expression connue, nj 31, du 
double du travail de la déformation ; le second membre en 
est donc une autre expression. 

Lorsque le corps e^t homogène et d’élasticité constante. 


• ■ 


n° 26, lesquelles donnent 


sont liés aux N,-, T,- par les équations (i) du 

, : 4 

N, 4- N, + N, ■ 


(3) 


du 


dæ 


N, — À9 
: > 


di’ 


3> 4- 2fl 
N, — >9 


dy 

^ dv dtv\ T, / div 

idz~^dr) u’ \ rfi- 


dtv 

dz 


N, — X9 


du\ 




dz j 


T, 
— > 
f* 


* 

dx 


^V=I^ 

xJ P 


Sld)slituanl .Ces valeurs dans la parenthèse soumise à Tinté- 

a* k6(t. ^ 6 
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gration, au sccoucl r^ciiibre dc^’cqualiotî' (2) , cci<lu ^arcn- 
ihèse déTÎent , * “ ■ ' . 

/ _ ■}_ (N, + N,* N,)» t; 4- r> -i- t; \ 

\ ^f*' 3X-i-2(i _(x J \ 


et peut se taeltjf^ 


sous la forme 


(4) -t- + N.i)’ - J;(NvN3+n,n, +n, - t; - t; - TJ). 


Posbns, pour simplifier, 

P 

•( 5 )- 


N, ■+■ N, H- N, = F, 

N,N, + N,N, -f-N.N, — t; -T; — T= = G, 


et rappelons la -valeur du coefficient d’élasticité E, n° 29 ; 
la parenthèse (4) devient ^ET’’ — » et l’équation (2) 
prend la forme 

( 6 ) •^ 2 “')°= J f J djc(/xdz. 

C’est cette équation qui constitue le théorème de Cla- 
peyron. Il faut temarquer que F et G ( 5 ) sont préciséoaent 
les coefficients dej’équation (12), n“ 22, dont les rf^es 
sont les trois forces élastiques principales; que conséquCTn- 

ment F, G, -et, par suite, la parenthèse ^EF’ — — ^ conser- 
vent les mêmes valeurs numériques quand on change d’axes 
coordonnés : c’est-à-dire que celte parenthèse a une valeur 
dét.ei'ininéc e^se, en chaque point du milieu; multipliée 
lémenXqc volume oa, quel qu’il soit, elle représente 



Je doîœle du travail intérieurs^ cet élément lui-nième, et 
lalh’piiié du secondanemhre del’t^uatiôn (6) est lâ'somidife 
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- V. 


8i 


lu me 


des travaux d^tops les éléiiieiiis, ou du volu 

total du corpÿ. C'é’sT ainsi que toutes Jts fj^îi^s^lastiqiievj* 
développées concourent à foniier la sô^iidcf^pressioii du 
travail de la déforinatioii. , y, 


33. Travail (Tune traction . — On j>cul introduire dans 
l’expression • . ” 'A* 

Idu trîîl'ail de l’élément w les forces élastiques prj^cipales 
A, en remarquant que F est leur somme et O Ijf^ 

IsoBBilicde leurs produits jfrdg nxj ce (]ui'doime.^ 


o> n ab"i » 

(7) _ E(A-t-B + C)».4^r-- -J- y , 

S’il n’existe qu’une seule force élastiqu^principale 
deux autres étant nulles, le travail dé l’élémcnt’w est sim- 
plement “ • S'il en est ainsi l’élrj^uc du 


corps solide, de volume V, et si la fo 
pale unique est la même partout 


élastique sera 

( 8 ) 


2 


IC^ ^%<iqudpÿinci- 
, le travailTotal-du corps 








Cette circonstance se présente souveai^ans jes applica- 
tions. Par exemple, dans le cas d’un til mélalli<|ue ^ lon- 
gueur/, de section <j, nui s’est allonsé de a, soMsJ'inl 
d’une tracbiMt flu . . 

iç- ■ : * T ■ * Fa ■ .-jS"* 

travail'de' la ^faet^*^ant —, oblien^^j 


1 

»*C 





l^la formule 




lonne -^EF’; et^ces deux expressions sont cITcctiv 

V 2(J ‘ 

6 



1^ ' 
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égales, ^isque.^. = E - j d’après Ja,.déQnition du coefB- 
«ii'flasücité; 

Si l’on n’atàit pas fait abstraction des forces Xo, Zo ‘ 
dans les équations (i), l’opéraiion qui nous a conduit à 
l'équation (a) aurait introduit dans le premier membre la 
■'■fouime 2(XoU 4- Yof pcd,^où put est l’élément de 

limasse. JDaiis le cas du fil pesant tiré verticalement, que. 


Mon^tle considérer, eette somme se réduit où 

est lè'^bii^u fil, ainsi qu’on le trouve aisément fai- 
i^sani_usa^ des formules 4u ù® 28. Ou devrait doncfâjoùter” 

le terme ^ à la premi^q ^expression ^ du travail de^ 

traction; mais ce terme diis^faît, à cause de la petitesse de 
P comparé.à.E*. 

\ 3i. Travail d'une compression. — S’il s’agit d’un corps 
‘solide üoinogène d’-él^icité constante, et de forme quel- 
conque, fqu’uuc pifessiÆ — P, exercée sur toute sa surface, 
uniformément comprimé, n“ 29, les tr<^ forces élasti- 
sont égales entre elles et à — P dans toute 
du corps. Le travail de la compression du corps 
* 3/ \ 

railfer, dont le volume est V, sera - 3E— ‘ Wp* , ou, sub- 

f*/ ’ ’ 

slituant à E sa y^eur, ^lus simplement. 



VP’ 




2 3 X 4- 2 11 

ressibilité j^bique est qlôtM et par tout , ^ 


i .‘lc"vôluinq?(àal V, devcj^i V', a domi^minuéde ^ 


3P 


2 ^' 




> 1 .’ 


*» ■ 
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» ». 


et l’expression du travail de la compression esfc d 


,, 8Î 

itive-'î’ 


ment 


(V — V')P 



Cette expression est nulle quand V, l^is il im- 
porte de remarquer que, en général, le travail a’un corp%^^^ 
élastique ne dépend pas uniquement des variations de vo- 
lume; il peut même arriver que le travail soit très-considé- 
rable, sans que le volume ait changé. Ce cattetère fonda- 
mental, qui sépare complètement les solides de9»iluides, se 
déduit très-nettement du théorème de ClapeyrmÇ>{' en ellet, 
si 6 = o, il s’ensuit (3) ‘ 


d’o 


Ni -t- N, -t- N,= o, ou F = o; 

N.N, -I- N,N, N.N, = - i (Nî -t- N’ NJ ) 


^ /NJ-I-NJ-hNJ-H ?.T?H-2TJ-I-3TJ\ 

, »o=-i ; y 

et l’on obtient déiinitivcme'nt 


^ (NJ -H NJ -I- NJ -H 2T; -H3TJ -t- 2TJ) 

» 

pour le travail de l’élément de volume w, invariable dans 
le cas atftuel ; et ce travail ne pourrait être nul que si les 
N,-, T; étaient tous égaux à zéro, c’est-à-dire s’^1 n’y ayait 
aucune force élastique développée. 

35. Puissance d’un ressort. — Supposons que le corps so-.. 
lide soit employé comme ressort pour amortir le choc d’une 
masse M, animée d’une vitesse C. I>a vitesseU ne s’annulera 
qu’en développant sur le. ressort ûn eertain travail dtfnt l<i.»v 
double est égal, comme on sait, au’ produit MCÎ^ 
double travail est précisément égal au pri;tbmf^ei£^e de"; 
l’o({uation (6). On peut donc dire qu|^. l^^r^vi,v[ë^ïi;noi^ 







Digitized by Google 






^tE(_;ONS 

' aMca dévelopi>é, dans l’iuiéricur du corps élastiiijue 
agissait cénâme ressort, un travail dont le double est repré- 
senté pai( le second membre de la même équation (6). La 
nature du ressort, sa l'orme, sa position relativement au 
choc, indiqueront généralement ceux des points intérieurs 
qui serontles plus actifs, c’est-à-dire ceux où le^^recs élas- 
tiques prendront le plus d intensité. Or, cette'wftbnsité ne 
doit dépasser nulle part une certaine limite, mesurée par 
rexpéricnce, .et au delà de laquelle il y aurait à craindre 
des altérations permanentes. Si donc on donne cette valeur 
limite à la plus grande des trois forces élastiques ))rinci- 
pales apparténanl.aii point le plus actif, le second membre . 
formule (6), calctdé numériquement, mesurera le 
V. plus grand elle l (|Ue l’on puisse attendre^lu ressort pro- 
posé, la plus grande force vive qu’il puisse amortir sans 
se détériorer, enfin, ce (juc l'on [rcut appeler sa puis- 
sance. i 

Le sdcond membre de l’équation (6) étant ainsi l’é^res,- 
sion analytique de la puissance d'un ressort, on pourra y 
varier les (|uantilés dont on peut disposer, savoir, les 
diinensions et les directions relatives des différentes par- 
ties, de udle sorte que cette pui.ssance soit la plus grande 
possible sous le mènte volume ou pour le même poids. 
C’est ce problème général, dont la solution intéresse un 
grand nombre d’industries, que Clapeyron avait en vue 
lorsqu’il a trouvé son tbéorèiùe. Mous lui laisserons le 
soin de publier les résultats qu’il a obtejpuÿ sur la théorie 
^es ressorts, et nous iudiqueroy? une auiré application du 
ôaêmc principe. ■* / . 

30." .i4j)plicatibn tfux'^consi mclions . — tors de l’éta- 
SsélOent de^jj,yî éonstruction, de quelque genre tju’elle 
^j^sournira une relation dont on pourra 

5|j;*troltver les proportiojis les plus convj;- 
J.-' . 





J»--’-- 

r. > 
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SUB l’i^LASTICITÉ^^} 

iiablcs des différenle» parties de celte*^n»trucUon. Gé-^ 
^ néraleinent on dispose les diiréreiiles mèc ey, en charpentes 
ou en fer, de telle sorte qu’jellcs éprouvent des cjQTorts 
dirigés dans le senp de leur longueur^c’est-^:dire^u^^ 
n’y ait, en cliaqÿe Jftôint intérieiïVynTO’unc fo iy eyël||sc 
tique principale^ laM^&ne dans ibitté rétendu ^ R ’ffi 'g 
même pièce. Si ruheOe ces pièces», delongueui*/,^^ sec- 
tion ff, d’une substance dont E est le coefTicicnt d’clast^il», 
est tirée ou pressée par une force F agissant longilu- 

F . . . 

dinslemciit, — sera la force élastique principale uniquejj et 

double travail de la pièce sera E • /a, n“ 

g 

F* <7', E', F' représentant les mômes choses pour une 

<T 

seconde pièce; u", E", F" pour une troisième, etc., le 

K gf ^ 

double travail intérieuret total sera —F’ /H — r F'’ /'+ w.. 

V-Àr t <T <T ^ . 

* exemple, si la construction dont il s’agit est destinée 

^ ITisupporter un poids ü, a étant la flexion, ou la quantité 
DtOQçjt ce poids s’abaissera par suite du resserrement ou de 

'Vextension des diverses pièces, on aura 

4 . 




na = - F»/ -h ® F" /' -H ^ F'" r 


1* -.V.:--' ' 

Généralement, les efforts F(‘) se déduiront ;^çFI par les 
règles ordinaires de la Statique, en ayant égard à la dispo- 
sition relative des pièces assemblées; chacun d’eux F<‘> sera 
égal à n multiplié par un facteur trigonoinétrique ; la 
relation (9) deviendra alors, en divisant par II, 

(■o) (f 7 7'"/" ) n. 

istr ^ ' 

£n outre, la distribution et la disposition des pièces éta- 
blira des rapports entre leurs longueurs chacune 




d’elles sera égjile à une certaine longueur L multipliée 
wpar un facteur trigouométrique ; la relatioik (lo) pren- 
■* dra if formé ** . ' 


1^““ =tf »'♦ +1 ••■)■•" 





SOUS toutes CCS formes, on voit qu^Ia iflexion a restera la 
même si jon clian^la nature d’une’ 3 ^î^ièces, en lui con- 
servant la même longueur pourvu que la nouvelle sec- 
^ tion soit à l’ancienne comme le nouveau coefficient 
^ d’élasticité C est à l’ancien ; la relation (i i) deviendra _ 

C étant lecoefGcient d’élasticité d’un seul genre de corps qui 
remplacerait toutes les pièces; s, s', 5",..., étant les diverses 
sections qu’il devrait avoir. 

Il conviendra de donner aux sections s<‘) des grandeurs 
proportionnelles aux efforts longitudinaux 9,11, suppoftés# 
par fes pièces correspondantes, afin que ces pièces ne ira^ î 
vaillent pas plus les unes que les autres, ou que la force ^ 
élastique principale ait la même valeur absolue dans toute; 

^ la construction. Posant donc 

L.3)^ ->î^ = LÎL=£il = ...^,^, . 


'il viendra définitivement 


(l 4 ) /I = (f'|< -4- -t- . . .)CLX. 

Si l’on connaît la limite que la force élastique principale 
unique ne doit pas dépasser, et que «.l. soit cette limite, le 

poids n ne devra pas surpasser ^ et la dernière j^leur 

de a sera la limite dç la flexion. Or, si plusieurs d’A*' 
angles qui entrent dans la parenthèse trigonométriqnc 
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«9 

on pourra 

enBi»pos^#e telle sorte (^pe^tte parenthèse, "^t par suite 
lafQeEÎon ,tt, soit ul||Sami i tut fit. ^cla fait, la''copstructio^ .. 
prd^|l|feée satisfera ét^sl^aniciit aux conditions du moiii(^'# . 
volurtàe et du maximum^e stabilité, relativement au^.bfit • 
qu’elle doit remplir, celui de supporter le poids II.. 

37. Cas d'un aueviblage triangulaire, — Prenons pour 
exemple le cas simple d’un assemblage triangulaire ABC, 
composé de deux pièces (Je charpente également inclinées, 
AB, AC, et d’une pièce horizontale BC qui relie les deux 
premières; ces trois pièces sont de” m^e nature, E est 
leur coefficient d’élasticité. Un effort vertical H 9?exerc e au 
sommet A, qu’il fait fléchir verticalement ;de a; chaque' 
pîèce^ inclinée, AB ou AC, est pressée lou^tudiuaiement 
par une force F, telle que 11= aFcosa, à'ètant^iÿ demi— 

angle en A ; d’où F = ; la pièce horizontale BC est 




4 

" JC 


tirée longitudinalement par une force .^=F sina : 


n sm a 
2 oosa 


5 


les trois pièces ont d’abord la même section a; BC = L; la 
longueur l de chaque pièce inclinée est telle, que 2 /sin a =L, 

d’où 1= — ^ — ; l’appareil est disposé vtîèticajement sur des 
^ 2 sina ^ 

' supports rigides en B et C; que le plan horizontal passant' 

par B et Ct s’abaisse ou ne s’abaisse pas, c’est à ce .plan^, 
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Si l'on demande pour rjnpl a la fle^io 

minimum, on'remarque|||,^c!^ ^ ^ 

( I 

et i’on voit de suite que le minimum cherché correspond à 
siui3E=^'^, c’est-à-dire au cas où le triangle ABC est équi- 
latéral; la parenthèse trigonométrique de a est alorî égale 

. 3 ,, 3 ELn 

ad, et 1 on a rt = -7 

. 4 -(7 , , 

Mais, pour que les dÜTérentes pièces travaillent égale- 
ment, il faut leur donner des sections proportionnelles à 
Ic^arî eflbrts longitudinaux; alors, a étant la section des 
pièces iii<}liiiées, <7 sina sera celle de la pièce horizontale, 
qui doiui^a^ en appliijuant la formule (9), ■' 


F.Ln [ I -I- sin’a \ 
\sinaCOs’a/’ 


. rapportons cette valeur n la limite de la fon^.élastique 

' . . , . . F " Il ’'■ * , , 

principale unique, il faudra poser - = - — d’où 

— = 2tl. cos«; ce qui donnera, pour la limite de a, 

A* 

• 1 • * EL -l. / I -I- sin’a \ 

. » , 2 \sinacosa/ 

fdn veiH maintenant disposer de l’anghî'ot.dé telj( 

’ . ' ,u' 

it un minimum, on trouve,* etfeg^: 




tanga == — c’esr-’^-dire ipie la Ifj^l 

TT s/3 '.J, 

doit être la moitié de là diagoii: 
est L ; alors la limite de H, ou de 
celle de n deyient aEX/j. 


•>? 

V- a zéro/ 



■ -v 

♦ V 
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38. liappraàiiem'enls et^ grn^raiisations. — if^l facile 
de trailcr'de la niémQ manière ifesaMemblagesT 
ple\es, formés de piècc^ de bois, ou deyonte, dcs- 

linés à s^opposcr à de* efforts d’aulr^nature.'Traiis tous ces 
cas divers, on déduit du théorème de CTapeyron, que l’on 
peut appeler principe du travail des Jorces élastiques, les 
dispositions les plus avanlageusgs de la construction qu’on 
étudie. Jamais, je crois, ou approché aussi près 

de la solution générale du faFn|^Sii<^cblèmu des solides 
d'égale résistance, «pu préo^l^^t tant (iirard, et dont 
la nature a donné des exemples .si Remarquables. Nous au- 
rons roccasion d’appliquer lê principe du travail des forpes 
élastiques è divers cas d’équilibre d’élasticité. On verra 
que ce principe cunduj|( directement à la relation la plus 
importante, parmi toutes celles qui résolvent la question, 
et que IVin eût pu d’ailleurs démontrer d’une autre lua- 
tiière; c’est, comme on sait, une propriéii remarquable 
du principe dc^.forces ^ves en IMécaniq^ ratioiujl^ic. Eu 
outre, les deux princi{>es sont également précieux, en ce 
qu’ils donnent les moyens d’évaluer des.<\^yaux’ résistants, 
qui rcstcrawnt inconnus sans leur emplof. En réalité, l'un 
vant|.lj|wtre, ou peut-être le noifvéau u’estril qu’iine 'ex- 
tension, qu’une transformation de Tancietn- 

La marche que Clapeyron a suivie pour éta^r son théo- 
rie justliie cette idée d’une manière frap^iite : adoptant 
ia méthode de Navier, il reproduit l’éguiiion générale et'- 
unique de l’équilibre intérieur des corps solides élastiques, 
déduite de l’application du principe des vitesses* viru à l^.; 
puis il substitue, dans cette équation générale, lett djffla- 
cements réels M, t^ivaux déplacemcpfs virtuels tii’, 
dw; et ^’équàtiolï particulière qui résulte de cette sub- 
stitiuloif’, étant 'convenablement tèansforinée, le conduit à 
l’équation (6). La répugnance que nous devons avoir main- 
t^ant pour toute méthode qui évaliüftî les forces .élastitjues 


'• f 
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^our d’un point nous a fait re- 
tration; si -celui que nous avons 
^plus simple, cette simplicité repose 
inaires dont nous pouvions dispo- 
eurs entrer en parallèle avec le mérite 
do l’invention; le seql avantage qui lui appartienne, c’est 
de mettre à l’abri de tout doute un principe utile, qui nç^ 
pouvait se déduire que de l’a théorie mathématique de l’é- 
lasticité, dont il résumé lç4^.opriét& les plus importantes. 

L’objet de la Leçon"* aéuîelle faifnaître une réflexion: 
admettons que le théorème de Clapejron ne soit pas* un 
principe nouveau, qu’il soit une extension, une transfor- 
mation du principe des forces vives, ou, pour parler un 
langage aujourd’hui de mode, du principe du travail. Cette 
extension est toujours une conquête de plus, pour le même 
principe du travail, déjà si riche de conséquences. Apporte- 
t-elle nouveau motif pour réduire l’enseignement à ce 
seul primp^p^^^ bannir ou n^^ger l’usage approfondi 
de l’an^lg iii^K BOes cours de Méednique rationnelle? Mais 
ce serait^^idonner l’instrument créateur, pour lui sub- 
stituer une chose créée, complètement incapable de s’étmdre 
par elie-mêpie. C’est ce qu*oni pensé Navier, Coriÿsis et 
Clapcyron : ÿ^'Saètres avaÎT- d’étre ingénieurs, ils oiiél^ 
recours à l.’aualyse mathématique, aux anciennes méthodes .■ 
de la Mécanique rationnelle, pour résoudre les problèmes 
dont ils lisaient et, l’énoncé et l’utilité dans leurs con-, 
naissances pratiqués. Aussi ont-ils réussi; s’ils n’avaient 
VQsJji^se servir que du principe du travail ^ ce principe 
att^m^t encore ses plus befles propriétés. * , 
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HUITIÈME LEÇON. 

Équilibre et dilatation d'un fil élastique. — Cordes vibrantes. — Lois des 
vibrations transversales et longitudinales des cordes. — Sons simultanés. 


39. Lignes et surfaces élastiques, — Après avoir éta- 
bli Içs étfualions et étudié les propriétés générales de l’élas- 
ticité considérée dans les corps solidês homogènes, il con- 
vient de les appliquer d’abord aux deux'^cas extrêmes d’un 
fil ou d’une corde iqince, d’une surface élastique ou d’une 
membrane en équilibre on en vibration. Ces deux questions 
ont été traitées, à l’aide de principesparticuliers, longtemps 
avant la créaÿoti de la théorie mathématique de l’élasticité. 
Il importe de faire voir aujourd’hui que la mise en équation 
de ces anciens problèmes rentre dans la théorie générale. 
C’est ce qu’a pensé Poisson et ce que nous essayerons après 
lui, d’une manière plus rapide et ‘peut-être plus simple. 

Les anciens géomètres ont pu’crqire qu’avant d’étudier 
1<?S_ corps élastiques à trois dimensions finies, il convenait 
d’essâyer d’abold les fils minces et les membranes peu 
épaisses, c’est-à-dire les lignes et les surfaces avant les so- 
•lides. Mais eelte marehe, qui paraissBit naturelle et logique, 
a complètement manqué son but, car la vraie théorie de 
l’élasticité n’a rien emprunté à ces premiers essais ; elle est 
née tout à fait en dehors de ce champ d’exploration. Ces 
études prélîbiinaires ont été néatimoins très-utiles, mais 

* sous un aâtrâ rapport : façonnant en quelque sorte les Ma- 
thématiqucT au maniement des 'phénomènes naturels, elles 
ont abordé- pt- résolu les problèmes généraux d’analyse que 

T’so relrotjvedans toutes les qu'estions de Physique mathé- 

• .nia tique, L 
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En réalité, les lignes, les'*'surfaces élasli(jues sont des 
• abstractions, et leur étude, intéressante d’ailleurs, ne peut" 

conduire qu’à des découvertes purement analytiques. Dans 
la nature, le diamètre d’un fil, l’épaisseur d’une membrane 
ont toujours des dimensions appréciables, quoique très- 
petites, et les forces élastiques peuvent y éprouver de très- 
grandes variations; si l’on suppose qu’elles y conservent la 
mèmejntensité, on veut considérer un cas particulier, et il * 
faut avoir recours à la théorie générale pour savoir si. ce cas 
est possible et à quelles conditions; absolument comnac s’il 
s’agissait d’un corps d’une autre forme, dont aucune dimen- 
sion ne serait très-petite. En un mot, les deux cas extrêmes 
dont il s’agit sont deux excmplevà traiter, et ce ne sont pas 
les plus simples. 




40. Équilibre iT un fil élastique. — DansNin milieu so- 
lide homogène d’élasticité constante, tel que nous l’avons 
défini et étudié, imaginons un filet à axe courbe, dont la 
section CT,^norinale à cet axe, soit partout très-petite. 
Supposons qu’il soit-possible que des forces agissant sur les 
sections extrêmes dé'ee filet et sur les di^érentes parties 
de sa masse puissènt "maintenir son équiljbre d’4£asticité 
sans exiger qu’aucune force élastique* agisse sur sa surface 
latérale, et de telte-^orte que les forces élastiques exercées 
sur une même section xs ai^nt la même direction et la^ 
mÈj/K" intensité sur toute, l’étendue de^cette section. Cet 
équilibre ne sera pas trouldé^ai l’on vient à enlever le 
reste du milieu, et il ne restera que le filet ou un fil, tel 
qu’on le considère en Mécanique rationnelle. Prenons poui- 
variable indépendante l’arc s de l’axe courbq,'. compté à 
partir d’une des extrémités du fil Jusqu’au point M, que 


nous considérons ; 


dx rfy dz. 
d.i ’ ds ’ ds 


seront les cosin^jrtcs'atigles . 


que fait, avec le» axcs’recljli^q» dos z, la_ taiigcnle. 

■*4' 


..jt. 




f 

» a. 


■* *1 
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j l’iW^ourbe ealM, on la normale h la section c; faite au 

'■^mèmc point; les cgifii|rosantcs de4a force élastique exercée 

.^ffr cette section auront pour valeurs, d’après les for- 

.mules (8) du n" 9, ^ . . 

.•/iJrî J ^ dr „ dz 

X N]- t"Ts-r — 

as as . (is • » 



1 " „ dxy „ efr ~ dz ^ 

^ Y = T, -f*- N, ^ M- T, - , 

■ . as as as 


X' dr ^ 
as 


dy „ dz 


Dans les circonstances supposées, considérons un élé- 
ment xsds, compris entre deux sections normales xs et a', 
infiniment voisines* Sous l’action des forces élastiques 
— Xo , — Yo, — Zcj sur CT , des autres composantës 


rfXt 


</Yi 


^7,), 


sur CT , 


ds f ) \ ds 

âeaforces extérieures pH.^xyds, pY^zsds, pl^xsds .sur la 
jiiasse' pCT </5, cet élément doit être en équilibre; et cet 
équilibre s’exprimera par les équations 

d\73 f/Y C 


(2) 


ds 


+ pX, O = o, 


ds 


-f- P Y,sj = O 


d7.a < 

Vk ds 


■ pZo (3 = O, 


OÙ P est la densité du fil en M, si les’ forces élastiques sont 
nulles sur ht stJrface latérale de ct ds, qui faitpartie de celle 
.du fil. Voyou# s’il est possible que cette dernière condition 
soit satisfaite. 

.Soient m, ^^/^es cosinus des angles que fait, avec des 
axés*recliligrieS, une normale quelconque en uh point'iS^ 
du périmètre de ct, laquelle normale peut èlrç 4 d|DS^érée 
I comme étant perpendiculaire à la tangente à l’alMoÿSrbe; 


■ pn aur^ d'abord, entre ces cosinus, les deux relation^ ' 

*- 'V. ' ' .•/ . 


{A) 


dx dy dz ■ 

Ts^'^ -jk^ Kds = ”• 



X 





- 


m '■ 


« 


A. 
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On admet que les N,-, T,- conservent les mêmes valeurs sur 
toute l’étendue de la sectÎDn ct, et conséquemment sur tout 
son périmètre; la force élastique exercée latéralement en M' 
aura doue ses composifntes oxprimées par les seconds 
membres des équations (8), n° 9, déjà citées; et, puisque 
cette forçe élastique doit être nulle, il faudra que l’on ait 

i N,ra+TjB^T,/>=:o, 

Nj/J + Ti/> = O, • 

T,m + T|« + Nj/> = O , 

«* 

et cela pour toutes les positions de M', c’est-à-dire quels 
que soient les cosinus m, n, p vérifiant d'ailleurs les 
équations (3) et (4)> De là résulte la nécessité que chacune 
des trois équations (5) soit identique avec l’équation (4); 
car si le groupe (5) fournissait uue équation distincte 
} de (4)> cette équation, jointe aux relations (3) et- (4)r 
suffirait pour déterminer m-, n, p; c’est-à-dire qu’en deux 
éléments, au plus, de la surface latérale, la force élastique, 
serait nulle, tandis qu'il en doit être de même pour tous 
les éléments. 

On verra facilement que l’identification des trois équa- 
tions (5), avec l'équation unique (4), exige que l’on ait 

T, T, 


• ■« 
i - 


N, 


N, 


N, 


ds ds 


di dx ^ dx dy ' 
ds ds ds ds 


(ÿ)’” (!)(£)’■ 

ou bien, T étant une certaine fonctionv valeur commune 
des rapports précédent#, on doit avoir ‘ 

,T. : 


(6) 


ds ds' 


„ dz dx 


, dx dÿ ; - 


T* T' •/ 

ds' ds' 


"f 'et CCS valeurs des N,-, T,- peuvent seules rendre nulles les 

r- • 






ir 
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forces élastiques sur toute la surface latérale du fil, quelle 
que soit d’ailleurs la fonction T. Si l’on substitue ces 
mêmes valeurs ( 6 ) dans les équations (i), on trouve, en 

rappelant que -t- ( 4- = i, simplement 


(7) 



ce qui indique à la fois, et que la fonction T est la grandeur 
de la force élastique exercée sur la section a, et que cette 
force doit agir normalement, ou doit être parallèle à la 
tangente à l’axe courbe du fil. Ainsi définie, la fonction ou 
la force élastique T est ce qu’on appelle la tension du fil 
au point M. 

Mais il faut encore que les équations ( a ) soient satisfaites, 
sinon le fil ne serait pas en équilibre. Par la substitution 
des valeurs nécessaires ( 7 ) ces équations deviennent 


( 8 ) 


rf. oT — 

as 

ds 


+- pcrXi = o , 

d.aT — 
ds 

ds 


a, xa i - 7 - 
as 

ds 


pCT Zq = O y 


-h pejY# = O, 


ou, en développant. 


^dx 

dx rfuT « 

— . — H Kl T ' 4- poX, — o, 

ds ds ds 

d± 

dy rfoT ~ xT 

— h oT — 1- poY, = 0 , 

ds ds ds 

d — 

dz doT ds . _ 

• — ; — 4- oT — y— pnjZo — O . 
ds ds ds 


î*" ÉDIT. 
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Si l’on ajoute ces trois équations, respectivement multi- 
pliées par dx, djr, dz, en obseWant que 


( 9 ) 


d‘^ 
djr ils 


' , 


d- 

dx ds ^ 


d^ 

dz ds 


ds ds ’ ds ds 
on obtient pour résultat 




(10) rf.raT -t- pBr(X,fix +Ziirfz) — o. 

Les équations (8) peuvent servir à résoudre deux pro- 
blèmes inverses ; si la forme du Cl est connue, ainsi que 
nous l’avons supposé, ces équations donneront, par l’éli- 
mination de T à l’aide de l’équation (10), deux conditions 
que devront vériCer les forces extérieures X„, Y„, Z„ pour 
que le Clet puisse être en équilibre d’élasticité; ces condi- 
tions étant remplies, l’inlégration de la différentielle (10), 
entre des limites données, déterminera la tension T en 
chaque point du Cl. Si, au contraire, on connaît les forces 
extérieures X„ Y„, Z», en fonction de x, y, z, les équa- 
tions (8) doivent déterminer la forme du Cl qu’elles pour- 
raient maintenir en équilibre d’élasticité, et ensuite les lois 
qui régissent la tension. Ces deux questions sont traitées 
d’une manière très-simple et très-élégante dans le Cours de 
Mécanique rationnelle, et doivent y rester. 

41 . Dilatation du Jil, — Mais ce qui appartient à la t" 
théorie de l’élasticité, ce qu’elle seule peut mesurer, c’est ' 
la dilatation linéaire qui accompagne la tension, ou que 
cette tension détermine sur chaque élément du Cl. Dési- 
gnons par d' Ia dilatation linéaire dont il s'agit, en sorte 
que, l’élément de l’axe courbe en M, qui était primitive- 
ment ds, soit devenu ( i -\-^ds\ on déterminera cette in- 


Digilized by Google 



SUIl L ELASTICITE. ÿÇ) 

connue do ja manière la plus simple, en faisant usage du 
théorème de Clapeyron. Appliquée au seul élément xstls du 
fil, l'équation qui constitue ce théorème se réduit à 

(il) T ET . 5 

* 

car le terme en Xo, Yo, Zo qu’il faudrait ajouter au pre- 
mier membre, n° 33, disparait, comme étant un infiniment 
petit d’ordre supérieur à celui des termes conservés. Or, 
par les valeurs (6), les fonctions F et G (5), n” 32, sont - 
ici F =T, G = o; l'équation (ii) donne alors, en rédui- 
. sant, • 

ji2) ^ = ET, 

c’est-à-dire que la dilatation cherchée en M est égale à la 
tension au même point, multipliée par le coefficient d'é- 
lasticité. 

On voit, de plus, que le travail do l’élément élastique 
TSfls a pour expression, soil^Td.arff, soit jEiT*. tarif. 
On remarquera, enfin, que l’équation (ta), n° 22, dont 
les racines sont les trois forces élastiques principales en M, 
se réduit, dans le cas actuel, à A* — T. A* = o; car F et G 
sont les coefficients du deuxième et du troisième terme, et, 
par les valeurs (6), non-aeulemeni F = T, G = o, mais le 
dernier terme de la même équation est mil aussi. Donc, en 
chaque point du fil, des trois forces élastiques principales, 
deux sont nulles, la troisième est la tension T, et se dirige 
suivant la tangente au fil, propriété qui indique clairement 
comment toutes les conditions imposées peuvent constituer 
un cas particulier, réellement compris dans la théorie gé- 
nérale de l’élasticité. 

i2. Corde vibrante. — Un fil homogène, de section a 
constante, est tendu sur l’axe des x, par un ^ids P qui a 
augmenté sa longueur / de a ; ou l’écarte un peu deia posi- . 

- 7 - ■ < . 
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lion en ligne droite qu’il occupe entre ses extrémités fixes, 
puis on l’abam^UQne le fil ou la corde entre en vibration : 
il s’agit de trouvé les lois de ce mouvement vibratoire. 
A une épt^utf j^;un^oiiit du fil, qui avait primitivement 
pour coordonnifi^^^ y z= o, 2 = 0, aura pour nouvelles 
coordonnées a: 1/„ + U, = o -t- r = o -f- w; h, sim- 

plement fonction de x étant le déplacement dû. à la traction 
opérée par le poids P ; U, w, iv, fonctions do X et de t, 
étant les projections du déplacement dû au mouvement 
vibratoire. Ici la somme 11, + U compose et rempla 

■ projection U ; la dilatation linéaire d (12) est ^ ou ~ 

et l'on a 

(.3) 

Or ^ est la dilatation produitè par le poids P seul, et sans 
mouvement subséquent'; elle est constante dans toute l’éten- 
due du fil, et égale à 7: on a donc 

(>4) 


ET _ • — . 



a f/U dT I 
^“/■‘■f/x’ dx~Kdx>' 


A l’époque t considérée, le fil forme une courbe, 
différant très-peu de l’axe des x ; la différentielle 
ds = ^dx* -t- flfff* 4- dz* de Parc de cette courbe, puisque 
et Z se réduisent à t' et w, devient ds = ^dx* -+- d$^* dxw* ; 
or les dv,dw sont négligeables devant les dx, da'ns le genre 
d’approximation que nous adoptons , on* pourra donc 
•ip^ndrê , U ^ 


■ds=^ 


dx 


dy — dp,- ■ dx : 




admet que le poids P qui tend la cord| est^^ssez grand : 


. 

* - 
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1 ° pour que ^ soit toujours incomparablement plus grand 
que — > a ou . . ■ * 


(i5) 



I _ / P ' 
Ë "■ a o’ 


et a® pour qu’on puisse'négliger le poids des diOerenles 
parties de la corde. , ■ , 

D’après ces relations et ces conditions diverses, lesXo, 

Yo, Zo des équations (8) se réduiront aux forces d’inertie 

«/’U d'v d^w . • , 

— » — —y — ) et, puisque a est constant, que as 

est égal à dx, ce^ équations deviennent, dans le cas actuel, 

A 

/Pd»U_ rf'U Prf‘p_ d’p Pd’o’_ d'tv 

a a dx^ ^ dt^ * a dx* ^ dt*^ a dx* ^ dt* 

Appelant p le poids total de la corde, dont la longueur est /, 

la section u, la densité p , d’où p = gpul, et pu = —i on 

O * 

peut écrire ainsi ces équations : 


rf’U gP J f/’TJ d*v gP jd*v d*tv gP ^d*f» 

dt* ap^ rfx* ’ dt* p dx*' dt* p dt*\ 


et si l’op pose, pour simpliûer. 



on obüent défînitivement 


('7) 


d*Xi _ 

dt* ** dx* * 


^=b* 
dt * dx 


d*i> * ^ d*W d*w 


dtj 

‘.X- 


équations bien connues du problème des coix^ vibrant^ 
la première renferme la loi des vibrations longitudinales, 
l’une des deux autres celle des vibrations transversales. 


dx*^^. 


-A' 


•A 


t ■ 
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43 . Vibrations transversales. — La connaissance de 
ces lois résulte de l’intégration des équations aux diflë- 
rences partielles (17) que l’on donne, avec tous les détails 
nécessaires, dans les Cours de Calcul inûnitésimal et d’Âl- 
gèbre supérieure. On sait que cette intégration peut se faire 
de deux manières : par des fouctions arbitraires, et par des 
séries trigonométriques à coefficients indéterminés. Les 
conditions données, qui résultent de la fixité des extré- 
mités de la corde et de l’état initial du mouvement, font 
connaître soit la forme et la nature des fonctions arbi- . 
traires, soit les valeurs nécessaires des coefficients indé- 
terminés. Dans la méthode d’intégration par série tri- 
gonométrique, chaque terme de U, i' ou iv vérifie seul 
l’équation aux dilTérences partielles (17) correspondante, et 
satisfait à la condition de fixité des extrémités; son coef- 
ficient est déduit, avec tous les autres, de l'état initial'^ or, 
l’état initial pourrait être tel, que ce terme existât seul; il 
représente donc un des mouvements vibratoires possibles. 
Le mouvement général de la corde résulte de la coexistence 
ou de la superposition de tous lés mouvements simples re- 
présentés par les différents termes de la série; et l’état ini- 
tial, qui détermine les coefficients, assigne à ces mouve- 
ments partiels leurs amplitudes relatives. 

Considérons les vibrations transversales. Supposons que 
. chaque point de la corde ait été écarté et vibre ensuite, 
parallèlement à l’axe des 2, ou que U = o, = o; il ne 
'restera des équations (17) que la troisième. 


(. 8 ) 


d‘‘iv , d^tv 
d^- 


Chaque leî'me de la série tv sera de la forme 
(' 9 ) 


* , •. X . bt 
Wi = A| Sm(7r - COS/TT y , 


4 
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Ai étant son coefticient et < un nombre entier quelconque. 
Ce terme (19) vérifle l'équation aux dilFérences partiel- 
les (18), donne o, quel que soit t, pourx = o, x= l, 
coordonnées des extrémités fixes. Il représente un état vi- 
bratoire particulier dont voici la loi : Si S,- représente la 
durée d’une vibration complète ; si dCi,- est le nombre des 
vibrations exécutées pendant la seconde i" , prise pour 
unité de temps, ou la hauteur du son correspondant, on 
. aura nécessairement 





ib 

il 



Si l’on prend pour unité ou pour son fondamental celui 
pour lequel » = i, et qui a pour mesure 






^ 7^ tous les 'sons simples de la corde vibrante, et qui sont re- 
présentés par les dilTéretits termes de la série 

fai) (V =» X A( sin/TT - cotiTt 

4)r f . ' - » 

formeront la suite naturelle 1, 3, 3 , 4i 5,.-., dont 7 a base 

est le son n (30). Si la corde figure un cylindre de rayon r, 
on a P = pg.îtr*/, et 


ar/y frp 


C’est sous cette forme qu’on évalue le son fondamental d'une 
cordé dans le Cours de Physique; les lois de ses variations, 
.quand la. longueur 7 , le rayon r, la tension P, la densité p 
viennent à changer, s’expriment alors par autant de pro- 
portions dont l’expérience vérifie l’exactitude. On vérifie 
aussi la position des noeuds et des ventres de vibration. 
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lorsque la corde produit un des sons 3T), ; si i est plus grand 
que l’unité, et qu’on imagine la longueur l partagée en i 
parties égales , les points de division seront immobiles 
comme les extrémités', car rv,- (19) est nul, quel que soit t, 
pour les valeurs de x appartenant à ces points qu’on appelle 
nœuds; les milieux des parties aliquotes, où l’amplitude de 
la vibration’ est la plus grande, sont les ventres. 

- ^ *. 

.• -i“i. Sons simultanés . — La série (ai) donnant ^ = o , 

-quand < = 0, se rapporte au cas où les points de la corde, 
d’abord écartés, ont été abandonnés sans vitesse. Les coefy^ 
ficients A,- se déterminent par la condition que 


(22) 


^A.sin/ry = F(i), 




F (x) exprimant la loi donnée des écarts primitifs, c’est-4-^ 
dire des valeurs de iv lors de l’état initial, ou pour t — o-, 
or, comme ou le sait, le premier membre de l’équîç^ 
tion (aa) donnera les mêmes valeurs que F (x), de X 
kx = l, si l’on prend 


( 23 ) 




6 -' 

F (P) sin»n y dp. 


* 






Supposons, par exemple, que la corde, pincée en son mi- 
lieu, ait eu pour forme initiale un triangle isocèle de hau- 
teur h, ayant la longueur / pour base; alors, pour obtenir 
l’intégrale déhnie (a3), il suffit d’intégrer de P = o, à 
l 2 A 

[3 = -> en prenant F ((3) = -y- (3, et de doubler le résultat; 
on trouve ainsi 


Ay = 0, 


6/1 cosy'ïr 
(ay -h 1)’»’’ 


<» 

•.y 


> 


^cl la séria (ai) devient 
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/ . X jtibl. î,- - X . bt 
sinw-- cos|t «7 sinair -cos3ir — 

\ , ..i’ ,J ~ 3’ 

sinSir - cosSn — 


)■ 


c’est-à-dire que, dans le cas actuel, la corde produira à la 
fois, ou simuitanéuient, le son n (ao) prîs pour unité, et 
les sons 3, 5,...., ou l’octave de la quinte, la double octave 
de la tierce,..,; l’amplitude du premier son étant i, celle 
du second sera -j, celle du troi.sième ce (jui expliqua, 

pourquoi l’oreille ne distinguera bien nettement que le., 
premier soh. ' '* wifi' 

Pour que la corde ne produisit qu’un seul sou 0C>,-, sms 
n^lange d’aucun autre, il faudrait que la série tv (ai) ne 
contînt 'que le seul tenue en /, ou que, de tous les coeffi- 
cients, A; existât seul, les autres étant nnls. Or, il suffi- 
rait, pour cela, ([ue la forme initiale de la corde fût la 
courbe sinusoïdale dont l’équation est 


(24) 


z = h sin/TT — ^ (■*)• 


En effet, on sait, et l’on vérifie d’ailleurs facilement, que” 
l’intégrale • w v 

j siniTT y sini'TT -jt/p ' ’ V 

est zéro quand l’entier i' diffère dé », et - quand i' = »‘; 

donc, avec la valeur (a4) de f’ (x), la formule (a3) don- 
nera A, v=o, A,- = /», et IV (a i ) deviendra 

... X . bt 

’ ^ IV = /t smiTT - sin ( TT 

•î r* . . * 

ce qui justifie les interprétations du n° -i3. 

» 


1» 
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43. Fibrutions longitudinafes. — Quand la cord^.A ,la^ 
suite d'un frottement parallèle à la longueur, exécute 
vibrations longitudinales, on î 't' = o, w = o, et lai'* 
mière des équations ( 17 ) existe se^e.lj’^ide du la séi 


ap 




'-SC fait absolument de la même manière que celle c@la 
série tv, avec cette seule différence, qu’au lieu de b il fau- 
dra prendre a ( 16 ). Ainsi, les sons résultant des vibrations 
longitudinales formeront une suite naturelle i, a, 3, 4>S,..., 
dont la base, ou le son fondamental, pris pour unité, aura 
pour mesure 




On remarquera que le rapport des sons n' et n est 








HigiiUiU by.Cèyoglc 


SUR l’élasticité. 


07 


NEUVIÈME LEÇON. 

4 

Équilibre des surfaces élastiques. <>-Cas d’uoe membrane plane.» Équatiou 
qui régit les petits mouvements d'une membrane plane et tendue. 
Intégration de cette équation. 


46. Équilibre de la surface élastique. — Après l’exemple 
du ül en équilibre ou de la corde vibrante, vieul celui de 
la surface ou de la membrane élastique. Ce nouvel exemple 
est à la fois plus simple et plus compliqué ; plus simple, 
en ce qu’il correspond à un cas moins exceptionnel, moins 
ombilical en quelque sorte, de la théorie générale de l’élas- 
ticité-, plus compliqué, en ce qu’il exige l’emploi de fonc- 
tions d’un plus grand nombre de variables. 6oüs le premier 
point de vue, on voit que la’ théorie de l’élasticité s’ap- 
plique généralement aux corps solides dont aucune dimen- 
sion n’est très-petite, exceptionnellement aux membranes 
-peu épaisses, plus exceptionnellement encore aux fils très- 
minces : ordre tout à fait inverse de celui qui se déduirait 
logiquement des abstractions de la Géométrie. L’ignorance 
de cette anomalie apparente, et qu’il était difûcile de pré- 
voir, est venue s’ajouter à l’abus des méthodes .et des lois 
de la Mécanique céleste, pour retarder les véritables progrès 
de la théorie de l’élasticité. 

Dans un milieu homogène et d'élasticité constante, tel 
que nous l’avons défini, imaginons une sorte de feuille 
courbe, comprise entre deux surfaces extrêmement voi- 
sines, ou doot l’épaisseur e soit partout très-petite. Suppo- 
sons qu’il soit possible qife des forces agissant sur le contonr 
de cette feuille et sur les différentes parties de sa masse 
puissent maintenir son équilibre, sans exiger qu’aucune 
force élastique s’exerce sur ses deux faces, et de telle sorte 
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quR les forces élastiques intérieures aient la même direction 
et la même intensité sur toute l’étendue de la ligne qui me- 
sure l’épaisseur e; cet équilibre ne sera pas troublé si l’on 
enlève le reste du milieu, el'il ne restera que la feuille ou 
la membrane, élastique telle que les géomètres la considè- 
rent. Supposons la membrane telle, et tellement disposée 
par rapport au plan liorizoïital des xj, que toute verticale 
parallèle aux z rencontre ses deux faces en deux points 
toujours très-voisins. Soit 

(>) a=/(^>.r) 

r * 

l’équation de la surface qui occupe une position, moyenne 
entre les deux faces, et soit M un point de cette surface. Le 
plan tangent à la surface, en M, aura pour équation 


(2) -, dz—pdx-\-tfdy, où P — 


dz 

P = Tx' 


dz 


si l’on désigne par a , |3 , y les angles que la normale au 
même point fait avec les axes des 2 , on aura, comme 
on sait, “ 


(3) 


iV = ^» h = \jl 


(cosa = — pcos'/, cosp ^ — q cosy. 

On peut admettre que cette normale à la surface moyenne 
coupe aussi normalement les deux faces de la membrane, 
et que l’épaisseur e se mesure sur elle. 

’ Par hypothèse, sur toute l’étendue de e, et conséquemment 
aussi à"' ses extrémités, les N’j, T,- doivent avoir les mêmes 
valeurs qu’au point M; donc, si les forces élastiques sont 
nulles sur les faces, il faudra, d'après les formules (8), n° 9, 
que l’on ait 

N| cos a -f- T, cos P ■+■ T, cos 7 = 0, 

T, cosa -I- Nicosf -I- T, C0S7 = O , 

T, cos a -+- T, cos P 4 - Njcosy = o , 


>• 
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ou, par les valeurs (3), 

I T, = “I- 

T, = ^T, + vN,, 

N, =/>T,-t- çT, =/»’N| -4- 2 /;</Ts + 9 ’N,, 

équations qui établissent trois relations nécessaires entre 
les six fonctions N,-, T,-. Si l’on élimine/^ et «Rentre res trois 
restions, on obtient pour équation finale 

N,N,N, H- 2T,T,T, = N,T» + N,T’ -hN,T’,, 

et le dernier terme de l’équation (la), n“ 22, est nul. Ainsi, 
en tout point de la membrane, une des trois forces élasti- 
ques principales est nulle, et toutes les autres forces élasti- 
ques sont dirigées dans le plan tangent, n° 24. Cet énoncé 
fait voir comment les conditions imposées constituent un 
cas particulier, réellement compris dans la théorie générale 
de l’élasticité. 

Trois autres équations régissent les N,-, T,-; ce sont celles 
qui établissent l’équilibre d'un élément de volume. Prenons 
pour cet élément le prisme oblique, découpé dans la mem- 
brane par les quatre plans verticaux dont les traces for- 
ment le rectangle âxdy^ ses quatre arêtes verticales ont 

pour crandeur commune — ^ou /te; ses deux faces incli- 
‘ . C0S7 

nées appartiennent aux deux surfaces de la membrane, et 
ne sont soumises à aucune force élastique; ses quatre 
faces verticales A, A', B, IV sont, des parallélogrammes, 
ayant ih pour base et dy ou dx pour hauteur; l’aire de 
celles (A, !A') qui sont perpendiculaires aux x c%\.thdj\ 
l’aire de celles (B, IV) qui sont perpendiculaires aux y est 
-ihdx\ le volume du prisme est Ehdxdy. Evaluons, pour 
l’égaler h zéro, la somme des composantes, suivant l’axe 
des X, des forces qui sollicitent ect élément : à celte somme, 
la face A fournira lu terme — eh^idy. A' le terme 

»• , 

-'V 

’ ** 
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^#AN, 4- 


dx 



dy , la fare B le terme — tliTidx, 


B' le terme ^e/jTa -+- — dj^ dx\ les faces inclinées ne 

donneront rien ; enfin la masse pt h dx dy donnera le terme 
pih'K.^dxdy\ et l’on obtiendra, en supprimant le facteur 
commun la première des équations 


(5) 


, dfhîi, 


i rfx 

dj- 

) dthT, 


j dx 

dy 

1 dthT, 

d,AT, 

\ dx 

dy 


-(- pcAX, = o , 
4- ptAY,= O, 
4- pt è Z • “ O , 


les deux autres s’obtenant par la sommation des compo- 
santes, suivant l’axe des y, puis suivant l’axe des z. Si 
l’on substitue les valeurs T,, T, (4) dans la troisième des 
équations (5), les deux premières la réduisent à 


(6) N 


d’z 

dx‘‘ 


-2T, 




d'z 


dxdy 




(■*') Poisson suit une marche beaucoup plus longue et 
plus compliquée pour parvenir aux équations (5) : son 
élément de volume est un prisme droit, dont les arêtes sont 
perpendiculaires aux faces de la membrane; il lui faut 
calculer péniblement les aires et les forces élastiques des 
faces de cet élément, lesquelles faces sont toutes inclinées 
sur les plans coordonnés; l’équilibre du prisme choisi 
s’exprime alors par trois longues équations que plusieurs 
substitutions finissent par réduire aux équations (5), si 
simplement déduites de l’équilibre du prisme oblique. 1’^, 
inutilement cherché un motif qui pùt Justifier le choix du 
prisme droit, et je ne vois là (jn’un exemple déplus des 
longueurs ' c|u’occasionnc l'onbli du princi|ie suivant : 
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^Lorsqu’on parvient à un résultat simple par des calculs 
. ^ compliqués , il doit exister une manière beaucoup plus 
* ^ «Jirécte d’arriverau mêtne résultat; toute simplification qui 
s’opère, tqut facteur qui disparait dans le cours du calcul 
primitif, est l’indice certain d’une méthode à chercher, où 
cette simplification serait toute faite, où ce facteur n’appa- 
raîtrait pas. 

La variable z étant partout éliminée, à l’aide des valeurs 
z = f [x, jr), on doit regarder les JC,-, T,- comme des 
fonctions des deux seules variables x, j. Les six équa- 
tions ( 4 ) et ( 5 ) doivent déterminer ces fonctions; deux 
seulement sont aiiX différences pai'tielles du premier ordre, 
linéaires, mais à cTréBicients variables en général. Les déri- 
vées de Z étant données en x, y, si l’on parvient à effec- 
tuer l'intégration de ces deux équations aux différences 
partielles, et à déterminer les arbitraires par les conditions 
imposées au contour de la membrane, les N,-, T,- seront 
connues. Puis il faudra recourir aux formules (i), n“ 26 , 

■ pour cunnaitre les fonctions u, v, ou les lois de la défor- 
mation. Nous ne considérerons que le cas d’une membrane 
plane; alors l’équation (6) se réduit à Z„ = />X, -f- <7 Y,,; 
d’où il suit qu’une membrane plane ne saurait être en 
équilibre d’élasticité si la force qui sollicite sa masse n’est 
pas parallèle à son plan. 

47 . Équilibre (T une membrane plane. — Prenons pour 
plan des xy le plan moyen de la membrane dont nous sup- 
poserons l’épéîsseur t constante ou uniforme. L’équation (i) 
étant actuelleniciit e =0, on a p = 0, 9 = o, i ; les 
équations ( 4 ) et (6) deviennent T, = o, T, = o, Nj = o, 
Z, = o, et les deux premières équations ( 5 ) sc réduisent à 

dN, dT, f/T, </N, 

— 1 — — =0, — 1 — — =0, 

nx dy dx dy 


.A- 

S- 




^tiaud on fait abstraction des X,, Y^. Pecourons aux for- 
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mules (i), n° 26; de l’équation Nt =o, on peut l|rqf,l^ 

dérivée^ en ^ et et la substituer dans N,, N,, ce effir ?v 
dt dx djr ^ 1 ^ 


donne 


N, 




( 8 ) 


2tt 


. ^ ^ 
k 


N, 


= T--:: ’ T3 = 


X + 2f« 

.Ces valeurs transforment ainsi les équStions (7), 


/ du dit \ 


(9) 




■ ' rf ’o 


, d^v 

4(> + f‘)^' 


(3X 


, </’« .rf’p 


dxdy 


A6n de traduire les conditions relatives au contour de la 
membrane, soient M' un point de ce contour pris sur le plan 
moyen, et l’angle que la normale en M' au cylindre con- 
tournant fait avec l’axe des x;on aura 


(10) 


J N, cosy H- T, sini]>= X, 
/ T, cosiy Njsinç = Y, 


pour les composantes X, Y, o de la force élastique qui 
s’exerce sur ce cylindre en M', lesquelles doivent être res- 
pectivement égales aux deux composantes de la force appli- 
quée extérieurement au même lieu. Les équations (10), exi» 

primées yn ^ l’aide des valeurs (8), devront être 

vérifîéesq>àr les fonctions u, t' résultant de l’intégration des 
équations (9), quand on y substituera les coordonnées de^ 
tout point M' du contour. 

$iippQ$ons que la résultante F de X, Y soit constante. 


*1- 


* ' 


A 
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et normale au cylindre contournant. On aura X = F cos(p, 
V = F sincf, et les équations (lo) deviennent 

« 

( (N, — F) cosy -I- Tj siny = O, 

I Tj cosy -I- (Nj — F) sin y = o. 

Si l’on prend maintenant, dans toute l’étendue de la mem- 
brane , 

(i2) T3 = o, N, = N, = F, 

les équations (y) et(ii) seront satisfaites, et les dernières 
quel que soit f ; c’est-à-dire que la membrane plane sera éga- 
lement tendue dans tous les sens, et partout; de telle sorte 
qu’on pourrait, sans troubler son équilibre d’élasticité, la 
limiter par un cylindre contournant de forme quelconque, 
pourvu qu’oii appliquât normalement à ce cylindre, et sur 
toute sa surface latérale , une traction d’intensité con- 
stante F. C’est ce cas, extrême et simple, dont il nous im- 
portait de bien établir la possibilité. Les valeurs (la), sub- 
stituées dans les équations (8), donnent 

, du du I > -I- 2fi du dv 

d’où l’on conclut par l’intégration : u=ax — bj, 
v=ay-hbx-, l’origine des coordonnées étant supposée 
fixe, et b étant une constante arbitraire. Mais les termes 
en b indiquent un déplacement par rotation autour de l’axe 
des 2 , lequel ne ferait naître aucune force élastique; on 
peut donc supprimer ces termes et prendre 

, , , I X -(- 21* _ 

i4) u = ax, o = ay, « — v r ~ V ~' o ^ » 

2j* iK -(- 2(i 

pour représenter la loi du déplacement moléculaire dans 
une membrane plane, également tendue dans tous les sens. 
La traction constante F est ici rapportée à l’unité de sur- 

8 
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face; ou bien, Fetia esl la iraetion exercée sur l’élc- 
inenl td’j de la surface du cylindre, compris entre deux 
arêtes Séparées par une étendue da du contour. 

Le coefficient fl représente ici la dilatation linéaire; cette 
dilatation est la môme dans toutes les directions, et en tous 
les points de la membrane; elle est proportionnelle h la 
traction F ; si F = i, elle devient 


(.5) 


S’ -J 




2fl (3 a -+- 2/x) 


Nous avons vu, n° 29, que, dans un solide homogène et d’é- 
lasticité constante, sur la surface duquel s’exerce une pres- 
sion égale à l'unité, la contraction linéaire, partout la 
môme, est 

I 


5 = 


n 


2(A 


Enfin, on sait que la dilatation, dans un fil tendu par une 
force égale à l’unité, est 


P ( 3 X 4- 2 fi) 

En rapprochant ces trois coefficients spécifiques, on a la 
proportion multiple 

S ; S' I S" 2 fi. : 2fi-i-x: 2fi-t-2X. 

Suivant Poisson, qui admet la relation fausse À == p, on 
aurait 

J :5' ; 5" :: 2 : 3 : 4 . 

Suivant Wertheim, qui admet la relation douteuse X = 2 p, 
on aurait 

5:5';^" :: I : 2 : 3; 

c’est-à-dire que la dilatation, serait en raison inverse du 
nombre des dimensions qui la subissent. 
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48. Membrane vibrante^, — U est Aiaintenaiu facile 
de former l'équation aux différences pMtiel^, qui exprime 
la loi des vibrations transversales d’uitéfbemlSAine plané, 
également tendue. On fait abstraction detoute force exté- 
rieure sollicitant la masse; la membrane plane est hori- 
zontale; sur son contour, quel qu’il soit, on applique des 
tractions normales au cylindre contournant, et d’intensijé 
constante F ; puis on ébranle la membrane, de |elle sorte 
que chacun de ses points monte ou descende, et vibre 
^nsuite sur une verticale, ou parallèlement aux zHl s’agit 
*de trouver la loi de ce mouvement vibratoire. A l’époque f , 
iin point M de la membrane, dont les coordonnées primi- 
tives étaient x, z = o, aura pour nouvelles coordon- 
nées X -H ^ -1- 1', Z = O -(- IV ; n, V, étant indépendants 
de t et ayant les valeurs (i4)i sont les projections du 
déplacement produit par la traction F sans^ouve- 

ment subséquent ; w, fonction de x, j-, dé]»itement 

variable pendant la vibration. On ad^^Ique^^fj| 9 pces 
élastiques qui, naissant du mouvement^^^géh^Qt par 
les dérivées de w, disparaissent devant celfêi^'acompara- 
blement plus grandes, ducs à la traction F ; on devra donc 
prendre simplement N, ï=N, =F; en outre, puisque 
U = ax, V = ay, on a Tj = o. Ces , Vàleurs étant substi- 
tuées dans l’équation (6), où actuellement ir^n’existe que 

. rr à'tv “■ 

par w, et ou P = o, q = o, L^ — — o** ® “O suite 

' ' dl‘ \dx^ dy‘ I 

pour l’équation cherchée. 

49. Méthode d'intégration. — L’intégration de cette 
équation aux différences partielles du second ordre à trois 
variables fera connaître la loi des petits mouvements delà 
membrane. Pour cela, la fonction w intégrée doit être telle, 

8 . 
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quelle se réduisâ à zéro à iou_le époque, pour les valeurs 
des coordonnéesqni?appartiennenl aux différents points du 
contour fixe et donnée il faut, de plus, qu’à l’origine du 

temps, la fonction w et sa dérivée ^ aient les valeurs qui 

correspondent à l’état initial, c’est-à-dire à l’instant où les 
déplacements, cessant d’obéir à l’ébranlement primitif, ne 
sont plus régis que par les forces élastiques. Dans toutes 
les questions de Physique mathématique, c’est le même 
problème d’analyse qui se présente, avec quelques diffé-i, , ’ 
rences dans la forme ou dans l’énoncé. Les géomètres mo- 
dernes ont complètement résolu ce problème dans un grand 
nombre de cas, et c’est là une de leurs découvertes les plus 
utiles. Nous saisissons l’occasion qui se présente ici d’in- 
diquer cette solution sous un point de vue plus général 
que celui du n°,44. 

Supposons que la membrane ait pour contour fixe un rec- 
tangle dont un sommet soit l’origine des coordonnées, les 
deux côtés adjacents étant Z sur l’axe desx, l' sur l’axe des_j'. 

La fonction xv, de x, y, t, devra : i° vérifier l’équa- 
tion ( 1 6 ) ; 2 ° s’annuler pour x = o, x = l, quels que soien t 
y, t, pour y = O, y = quels que soient x,t\ 3° re- 
produire l’état initial représenté par les deux fonctions 
données 

l’indice zéro indiquant que l’on fait t = o dans la fonc- 
tion xv et dans sa dérivée^- Les deux premières condi- 
tions sont satisfaites par la série double , * 

(i8 ) sin^fjsin/W j sm/' ; 

* y* * 

entiers quclcoiuim-s 


cli^acpie terme contenant deux nombres 
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/ et i', le paramètre 

, A» 'i" . -• 

i'y) v=e,ry'- + -, 

et deux coefficients indéterminés H, H'j. la double série 
s’étendant à tous les nombres entiers pour i et pour i'. En 
eflet, ou reconnaît facilement que chaque terme de w (i8) : 
1° véride l’équation (i6) quand y a la valeur (19), et 
2° s’annule pour a: = o, /, pour y = o, l'. La reproduction 
nécessaire de l’état initial (17) conduit à rendre séparé- 
ment identiques les deux équations 

^ ^Hsin/ff y sin i'tt P =/(.r,^ ), - • > 

^ ’ «2? . y 

> y H'sin/ir y sini'jr.p = F(x,j-). 

Or, on sait que, dans ces équations, les premiers membres 
donneront les mêmes valeurs que les seconds, pour x com- 
pris entre o et l,jr entre o et l', c’est-à-dire pour tous les 

jioints de la membrane, si les coefficients II cl H' sont les 

deux intégrales définies doubles 

H = y* /(a, fi)siui> y siiii'w ^ 


(21) 


P 


H'=^J j .F(a, p)sin/7ry sin/'TT^.rfpda; 

les fonctions données, / et F, étant essentiellement uulles 
sur le contour de la membrane qui, par sa fixité, n’a pp* 
être ébranlé. Ainsi, la fonction (i8), où les coefficients 
H et H' ont les valeurs (21), satisfait à toutes les condi- 
tions imposées, et représente la Joi du mouvement d’une 
membrane rectangnlairc. 

'* ’■ 

50 . Application. — Cette solution générale mériie 
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d’être éclairée par un exemple. Prenons 

'^>=f[x,y)= kx(l-x)y[V —x), (^),= 

ce qui suppose que la membrane, déformée par l’ébranle- 
ment, ait été abandonnée sans vitesse lorsqu’elle figurait la 
surface légèrement courbe représentée par l’équation 

z = kxx(l—x) [V —y), 

où k est une très-petite quantité et qui satisfait à la con- 
dition de fixité du contour de la membrane. La valeur 

l V 

maxima de l’ordonnée z a lieu pour x = -, y = dé- 
signons cette valeur par h, ligne très-petite, on aura 

i&h 

— irjr,- 


Puisque F = o, on a H'= o. On évalue facilement H, 
lorsque f (a, ^) = ka (/ — «). ^ (Z — ^), si l’on constate 
d’abord la valeur de l’intégrale définie 


, U 

B (X — u) sin<77r - du z= ( 

0 ^ ^ ' X 


cos^rjrJ 


où ç est un entier, laquelle est zéro si q est pair, et égale 
~ ^ ; s* 7 impair. C’est ce qui fait disparaître tous les 




termes de w (i8), où i et i' ne sont pas, tous les deux des 


entiers impairs 2 j 
restent, on a 


" = ©■ 


2 ]' -h I ; pour les termes qui 
i6A 


(2y H- ij' 


et la série W devient 


W 




X y 

sin( 2 y -f- i)7t y sin ( 2 /' -I- i) 7T^ 




(2/ -4- if 


t'OSy t , 
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La série (i8), qui exprime la loi des petits mouvements 
de la membrane rectangulaire, se compose en général d’une 
inânité de termes; mais chacun de ces termes pourrait 
exister seul, si l’état initial s’y prêtait : il sulHirail, pour 
cela, que les fonctions y et F (17) fussent toutes les deux 

► égales au produit des sinus en x et en qui caractérise 
'ce terme, multiplié par des facteurs constants, n°,t4. 

-, • Cha([ue terme de la série vv représente donc un des mou- 
vements possibles; ce mouvement simple est périodique, 
puisque le temps i n’y entre que sous des signes trigono- 
métriques; c’est un mouvement vibratoire, un sou, dont 
npjyi^étudierons la loi dans la Leçon prochaine. En résumé, 
^e mouvement le plus général de la membrane est le ré- 
sultat de la coexistence ou de la superposition d’une inli- 

> nité de sons ou de mouvements vibratoires simples;^ et 
l’état Ânitial, qpi détermine les coefficients, ne fait qu’assi- 

.■ gner à tous eeH mouvements simples lcui;s amplitudes re- 
latives;- car, loi-squc la même membrane.'estébranlée.d^’unn 
^utri^anière, les mêmes sous se produisent encore simul- 
tanément, c’«s<-à-dire que les mêmes mouvements vibra- 
toires simples se superposent : seulement les rapports de 
leurs amplitudes ne sont plus les mêmes. 

51 . Caractère exceptionnel des Jils et des membranes, 
— Nous avons dit, n"’ 39 et 4f), que les fils et les mem- 
branes sont des cas singuliers ou très-exceptionnels de la 
théorie de l’élasticité des solides; la considération des sur- 
faces is.ostatiqucs, dont nous parlerons plus tard, 11" 90, 
le fait voir très-nettement, en donnant immédiatement 
toutes les conditions qui régissent ces exceptions. Mais on 




« 
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peut s’eu assurer, quoique moins complètement, par la 
discussion suivante. Désignons par F, G, H les trois coeffi- 
cients de l’équation (12), n“ !22, qui donne, en chaque point, 
les trois forces élastiques principales; supposons que le 
^milieu solide, soumis à des efforts extérieurs, soit en équi- 
Jibre d’élasticité, et qu’une intégration conveuable ait dé- 
terminé les fonctions N,-, T,-; alors les coefficients F, G, H 
seront aussi des fonctions connues de x,j-, z. Cela posé, 
l’équation H o représentera une surface particulière, 
lieu géométrique de tous les points du solide où l’une des 4. 
forces élastiques principales est nulle; cette surface pourra 
figurer une membrane élastique, mais il faudra pour ùelaj|^^ 
que les deux forces élastiques principales qui restent en 
chaque point soient dirigées dans le plan tangent, et 
qu’elles soient entre elles dans un certain rapport dépen- 
dant des deux courbures de la surface. Le groupe des deux 
équations H = o, G = o représentera une ligne courbe, 
lieu' géométrique des points du solide où deux des forcesT" 
élastiques principales sont uulles; celte courbe pourra figu- - 
rer un ■fil élastique, maïs il faudra pour cela que la force 
élastique qui reste soit dirigée suivant la tangente. Enfin, 
le groupe des trois équations H = o, G?=^o, F= o donnera - 
un ou plusieurs points du solide où toutes les forces éla.V4^ 



tiques sont nulles. 
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DIXIÈx^lE LEÇON. 

^ Vibrations trausversaloB d^s racmbrancH pianos. — [VIembrano carroe; ctas- 
sénent des sons; lignes nudales.— ‘Membrane rectangulaire.— Membrane 
triangulaire équilatérale. 
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52. Membrane rectangulaire. — L’objet de la Leçon 
actuelle est d’étudier les différents termes de la dotible 
série qui exprime la loi générale des petits mouvements 
transversaux d’une membrane plane, irectangulaire, carrée 
ou triangulaire; de classer les états vibratoires simples, ou-> 
les sons que représentent ces termes; enfin, de déduire. de 
ce classement les systèmes nodaux qui accompagnent les 
sqjDS. Nous nous proposons surtout de faire voir que cer- 
taines propriétés des nombres entiers sont essentielles à 
connaître, pour accomplir ce travail, et lui donner la clarté 
nécessaire. C’est pour avoir méconnu ce lien naturel entre 
les vibrations et les nombres, que certains travaux sur ce 
sujet ^ônt obsèurs et incomplets.; Comme il sera souvent ^ 
question de vibrations dans la suite du Cours, la discussion 
que nous entreprenons y trouvera de fréquentes applica- 
tions; on peut la regarder comme un' Uavail préliminaire 
indispensable. 

. Chaque terme de la série w (i8), n" 4î), contient le pa- 
1 ramètre y, qui assigne la duree G de la vibration, et la hau- 
teur i)ï> (/, i') du son, lors du mouvement vibratoire simple 
que ce terme repîesente; a^V -= 


yC- = 27r, 



f /«’ 

i'V 



• V IT ». X - — 


.y 
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Si les côtés de Ja membrane rectangulaire, tetl[, ainsi que 
leurs carrés, et /'*, sont incommensurables, les, sons que' 
la membrane peut produire l’ormeut une inliiiité de séries 
naturelles, analogues chacune à la série des sons d’une 
corde vibrante. Le son fuudamental, ou la base de chaque 
série, est une valeur de X (/, i') pour laquelle les entiers i 
et i' sont premiers entre eux; tous les sons de cette série 
sont représentés par X [lui, rni')^ où ni est un nombre en- 
tier quelconque; et il y a autant de séries distinctes ou in- 
commensurables entre elles, que de valeurs de X (/, i') 
dans lesquelles i et ï' sont premiers entre eux, c’est-à-dire 
une infinité. A chaque sou X- (t, /) fondamental ou mul- 
tiple ne correspond qu’un seul terme de iv; le sy.slème 
nodal qui l’accompagne, provenant de l’anindation du pro- 
duit des deux sinus en x et enj' ([ui caractérise ce terme, 
se compose, sans aucune variation possible, de (i — i) li- 
gnes parallèles aux x, et de (i' — i) parallèles aux par- 
tageant le rectangle de la membrane en lï' concamérations 
rectangulaires égales. Mais si les côtés / et ou leurs 
carrés /’ cl sont commcnsurablcs, les sons se groupent 
d’une autre manière; de plus, il existe des sons auxquels 
correspondent plusieurs termes de w, conséquemment des 
systèmes uodaux très-variés, composés de droites parallèles 
aux côtés, de droites inclinées, ou enfin de lignes courbes. 
Pour débrouiller ces lois compliquées et assigner les causes 
de ecs variations, il importe de considérer d’abord le cas 
où l' ~ /, c’est-à-dire celui d’une membraive carrée. 

u3. Classement des sons de la membrane carrée. — 
Les petits mouvements d’une membrane carrée, dont le 
côté est X, sont représentés par la série 
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lorsque l’étal initial a eu lieu sans vitesse, hypothèse de 
simplihcation qui n’altère pas les conséquences générales 
de la discussion suivante. A chaque terme de la série ( 2 ) 
correspondent le paramètre y et le son 3î> (t, i'), ayant 
pour valeurs 

(3) 7 = y ' ,.TT. (/, «•') = ^ ^ 

Le son le plus grave pour lequel la membrane puisse vibrer 

correspond à t = /' = i , d’où m = 3 , dh {i, i) = — >[ 2 . 

Tout nombre m somme de deux carrés, non carré, et non 

divisible par un carré, donne un son qui forme 

la base d’une série de sons commensurables; nous appel- 
lerons >n, ainsi défini, l’argument de la série dont la base 

est3îi= suivant que m ne sera décomposable que 

d’une seule manière en une somme de deux carrés, ou le 
sera de deux, de trois manières, nous dirons que l’argu- 
ment est simple, douple, triple. La suite des arguments est 
2, 5, 10, i3, 17, 26, 29, 34, 3y, 4*7 53, 58, fit, 65,. . .. 

La formule = J ^4^ comprend tous les sons de la 

série dont l’argument est m, si l’on donne à J toutes les va- * 
leurs entières ; les termes de w, qui appartiennent à ces 
sons, reproduisent, sans exception, toutes les solutions de 
l’équation indéterminée 

(4) = 

Il existe, en outre, une série singulière, celle des sons 
comprenant toutes les solutions en nombres entiers de 
l’équation indéterminée 

(5) = 
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lesquelles solutions sont données par les formules eounucs 

V 

( 6 ) — i'z^2pq, 

où P et q sont des entiers quelconques. Les sons de cette 
série ont pour expression J — ; mais la série est incomplète,* 

et même la base est virtuelle, car le son ^ ne peut pas être 
produit par la membrane" carrée. Cette série à base vir- 
tuelle est 5 lo i3 ••• J ou bien (3,4)> ^ (6,8), 

Jt (5, 1 2 ), ... ; un peut dire, par extension, que son argu- 
ment est l’unité. 

D-i. Nombre de termes donnant le même son. — Quand 
on veut former l’équation des lignes nodales qui peuvent 
accompagner un son désigné, à l’unisson duquel la mem- 
brane carrée puisse vibrer, il faut nécessairement con- 
naître le nombre des termes de w ( 2 ) qui appartiennent 

à ce son. La base ^ \/2 n’a qu’un terme ; toute autre base, 

dont l’argument m est simple et égal à a* jS’, a deux 
termes: l’un où i = — l’autre où t = |3, i'—a.. 

Quand l'argument est double, la base a quatre termes; 
six termes quand l’argument est triple. Pour indiquer 
qu’au son =K> (t, t') appartiennent deux termes, nous l’é-' 

crirons 3î> j-'Par exemple, l’argument m = 2 donne 

la base à un seul terme =)ïi (i, i), l'argument n; = 5 la base 
à deux termes SfL (;), l’argument double m — d5 la base 
.à quatre termes 3^(1) = 31^ (3). Tout son multiple 

J possède un nombre de termes égal à celui 

des solutions de l'équation (4), où .1 est donné; si J n'est 
pas décoinposablc en deux carres, Oô,- a autant de tenues 


.■®(0!ti2OCi by ÜlXt)^Ic 
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que la base ; mais si J est de même espèce que les arguments, 
le nombre des termes de X.,- est plus grand, et voici comme 
on le trouve ; 

Pour rargumeiit m = 2 , soit J = a* on aura un 
couple de solutions de l'équation ( 4 ), en prenant pour/ 
et (■' les deux nombres 


— è’zh 2 fli; 


ce qui donnera deux termes outre celui qui correspond à 
* est-à-dire trois en tout. Par exemple m étant 2 , 

pour J = 5 le son 3t. (5, 5) = X (;) a trois termes. Pour 
un argument simple, m ~ a’ -f-jS», soit J = «» -f- h*, on 
aura des solutions de l’équation ( 4 ), en prenant les valeurs 
absolues de / et /' données par les formules 


I /■'= 2aabdzp{t2'‘ — 6 '), 


où les signes supérieurs et inférieurs se correspondent; ce 
qui donnera quatre termes comprenant, ou ne comprenant 

pas, ceux de X , c’est-à-dire quatre ou six termes; 

par exemple, pour m = 5, si J = 5, le son a quatre ter- 
mes X< { ^ X ( ; si J = i3, le son a six termes , 

"^ (”) = ■^ ( V) = (î!) • Pour un argument double 
m =a* -H (i’ = a" -+- /3'*, soit encore J = a’ -f- è*, on aura 
des solutions de l’équation ( 4 ) en prenant pour i et /'les 
valeurs absolues données par les formules ( 7 ), et par des 
formules semblables où a' et (3' remplaceraient a et jS ; ce 
qui donnera huit termes comprenant, ou ne comprenant 

pas, ceux de 3tj (jp') ou douze 


termes; par exemple, pour ni = 65, si J = 5,1e son a huit 
termes . 


^ îT ^ (») = a;) = (I;) ; 


Digitized by Google 



I aG LEÇONS 

si '3 = 17, le son a douze termes 

.7^v/65=Æ(’.V) = X('V) = ^(',V) 

= x(7.t=.%c,7) = xc:’). 

Nous ne pousserons pas plus loin ces règles partielles ni 
CCS évaluations numériques; ce qui précède indique suffi- 
samment la marche à suivre pour déterminer les termes qui 

appartiennent à un son désigné Xy = J ^ 'J~m, parmi tous 

ceux que la membrane carrée puisse admettre; et cela, quel 
que soit le degré de multiplicité de l'argument m, et lors 
même que J serait décomposablc de plusieurs manières en 
deux carrés. 

5 S. Lignes nodales de la membrane carrée. — Don- 
nons maintenant quelques exemples de la détermination 

des lignes nodales. Le son X(i, i) = ^V^2 n’a qu’un 

terme ; son système nodal, donné par l’équation 

•V . r 

sinjTr sin 7 r'- =; o, 
t X 

ne comprend que les côtés. Le son X, (2, 2) = a ^ \ a, 

octave de la base (i, i), n’a aussi qu’un terme; son 
système nodal, donné par l’équation 

^ ■ J 

Sin 2 ;r- Sin 2 7T^ rr: O, 

comprend, outre les côtés, deux parallèles à ces côtés, me- 

nées par le centre de la membrane. Le son X (|) = — y 5 « 

deux termes; son système nodal, représenté par l’équation 

•r . J , . .r . r 
ti sin 27: - sinTT . — t- « siiir — siii 2 tt — = o, 

* A t. A 
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■* ■ 

^sinwr 1 « 

). X \ 


COSfr ; 


a COST 


4) = o. 


donne, dulre les pôles, la ligne droite ou courbe repré- 
sentée par l’équation 


,(8) 


Jr , y 
a cosir : — ha costr 


les coefficients a et a' ayant des valeurs qui dépendent de 
l’état initial; si o, la ligne (8) est une seule droite, 

.r = -, parallèle ianx x et menée par le centre de la incin- 

brane; si a = O, la droitey = — est parallèle aux si 

a'= — a, la ligne (8) est la diagonale _y = x qui passe 
par l’origine; si a' = a, c’est l’autre diagonale -t-x = /; 

enfin, pour toute autre valeur du rapport — , la ligne (8) est 

courbe, elle passe par le centre ou elle s'infléchit, de 
manière à toujours présenter sa concavité à une môme 
diagonale. • ' 

Le son ( 3 , 3 ) = ^ ^ octave de la quinte du 

son (i, i), n’a qu’un terme; son système nodal comprend, 
outre les côtés, deux trisectrices parallèles aux x, deux 
parallèles aux j', ce qui partage la membrane en neuf carrés 

s c 

égaux. Le son 3î> (J) = y to a deux termes; son système 

V 2 A 

nodal est représenté par l’équation 

a sin Sw - sinir ^ -I- n' sin;r - sin O , 

ôü, puisque sin3cf = sinif (4 cos*(f — i), par^cclle-ci, 

sin rr -7 sinTT^ «r ^4 cos’r ■: -t- a ' ^4 cos*w r — J = o. 
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et donne, outre les côtés, le lieu géométrique doï^rFéqua-* 
tîon est 


rw • 


(9) " (4 


COS^TT — ï 1 


- a' ^4 cos’ir^ — I j ’=ç o; 


* 

si a' = O, ce sont deux trisectrices parallèles aux x \ 
si a = O , deux parallèles aux j ; si a' = — a, c’est l’en- 
semble .des deux diagonales; si a' = a, l’équation {9) 
devient - 


■2 cos’w — -f- 2 cos' 


ou bien 




JC y 

I -f- C0S21T - -t- COS27T - = O, 


et représente une courbe fermée, laquelle coupe chaque 
diagonale en ses deux points trisccteurs, et en leurs milieux 

les quatre lignes ^ menées du centre au contour parallèle-' 

ment aux côtés; c’est une courbe ayant huit sommets , une 
sorte de cercle légèrement aplati au voisinage des diago- 
nales. Le son ^ ( 1 ) = ^ ® termes; son système 

nodal est 


•T y • ^ • y 

n sinSir- sin 2 »r^ o' sin in -sin 3n ~—o, 

AA AA 


ou bien 


a i 

^ ■ y 

£in T. r sinw - 

•4- <i 

' » ^ 


n cosir r ( 4 cos’jr 7 . — il 

\ y t. }, 


a-. ! ■ 

ns.î(^4cos^- ,)_ 


et, outre les côtés, comprend le lieu géométrique f , 

1 

( 10 ) «cos TT 1^4 cos’tt? — 4- rt'cosir^ ^4c"S’ir^ — 1 ^ = 0 ; 
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si a' = O, ce sont deux Iriscclrices parallèles aux xf et 
uue bissectrice parallèle aux y; l’inverse a lieu pour a = o; 
si a' = a, l’équation (lo) devieut 

• f ■ 'y ^ y 

■ I cosir r + cosî' - I I 4eosjc — cosn - — i 
et comprend, outre la diagonale -f- x = A, la courbe 



c y 

4 cosj: - (’osn — = I , 


qui figure deux parties d’une sorte d’hyperbole équilalère, 
dont les asymptotes, parlant du centre, seraient parallèles 
aux côtés, l’origine des coordonnées étant intérieure à l’une 
de ces parties; si a' = — a, on obtient la même figure re- 
lativement à la diagonale ^ = x. 

La discussion des systèmes nodaux, appartenant à d’au- 
tres sons de la membrane carrée, nous conduirait trop loin. 
D’ailleurs, cette recherche ne tarderait pas à devenir ina- 
bordable ; s’il s’agissait, par exemple, de démêler toutes 
les variétés des systèmes nodaux qui peuvent accompagner 

le son 17 "^ Vfiÿ) n“ 54, et qui sont représentés par une 

équation de douze termes, contenant conséquemment onze 
coefficients, ce serait entreprendre un travail au moins coni- 
^parable à celui de la discussion complète des courbes du 
troisième et du quatrième degrés Le très-peiit nombre de 
systèmes nodaux de la membrane carrée que nous avons dé- 
crits, comparé au nombre infini de tous ceux dont l’ana- 
lyse indique l’existence, laisse un champ vaste, etl’occasion 
d’une sorte de triomphe, aux expérimentateurs qui ont 
pris pour sujet de leurs recherches les figures si variées que 
le sable dessine sur les surfaces vibrantes; il faut nous ré- 
signera cette défaite. 

56. Classement des sons de la membrane rectangu- 
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/aire. — Revenons maintenant à la membrane rectangu- 
laire. Si les côtés sont coinmensurables, et que l’on ait 
l = eX, l' = e'X, e et e' étant des entiers, le son correspon- 
dant à l’un des ternies de w (i8), n“ 49, sera 



si l’on prend /=<?/,<' =e'j', lesondevientX = ^v7*+F*, 

ou l’un quelconque des sons appartenant à la membrane 
carrée de côté X. Ainsi, parmi les sons de la membrane rec- 
tangulaire, se trouveront tous ceux pour lesquels cette 
membrane se divisera en ee' concamérations carrées et éga- 
les entre elles; et toutes ces concamérations pouvant vi- 
brer à l’unisson de la membrane carrée, de côté X, celle-ci 
leur communiquera tout son cortège de séries de sons, de 
multiplicité de termes et de lignes nodales courbes. Mais 
tout n’est pas fini avec la théorie des nombres; car, comme 
on va le voir, la membrane carrée n’est qu’un cas particu- 
lier, entre une infinité d’autres pour lesquels il faut aussi 
recourir à cette théorie. 

Lorsque les carrés des côtés, /* et /'*, sont commensura- 
bles, le classement des sons de la membrane rectangulaire 
ne se fait pas non plus de la même manière que lors de 
l’incommensurabilité complète étudiée au n°o2 ; et il existe 
aussi des sons auxquels appartiennent plusieurs termes 
de mais, pour traiter ces cas nouveaux, il faut avoir re- 

cours à d’autres propriétés des nombres. Si l’on a 

A étant un nombre entier non carré, un son quelconque de 

la membrane sera ÎÆ = -^ i//'* -h A f * ; alors il v aura au- 
2 / •' 

tant de séries de sons, ou autant de bases de séries, qu’il 
existe d’arguments m de la forme i* -H Ai'*, non carrés et 
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non divisibles par un carré; plus, une série singulière, ou 
à base virtuelle, comprenant toutes les solutions entièi«sdc 
l'équation /’ Ai'* = J’; et pour détcrminèr le nombre 

des termes appartenant à un son désigné = J — i| 
faudra résoudre en nombres entiers l'équation 

»’ -I- Al" = ' ' 

lorsque J sera de môme espèce que les arguments. Si l’on a 
» A et B étant des entiers non caiTés, 

A B 

la valeur générale de X sera — i’ + Bt", et ce seront 

les propriétés des nombres de la forme A»*-}- B/'* qui 
régleront les bases des séries, et la multiplicité des termes 
appartenant à chaque son. Ainsi, bon gré, malgié, il fau- 
draitpasser en revue les propriétés de toutes les formes qua- 
dratiques des nombres entiers, si l’on voulait traitm* com- 
plètement le cas de la membrane rectangulaire. Aussi 
laisserons-nous cette lâche à d’autres, plus patients et plus 
habiles. 

57. Membrane triangulaire équilatérale. — La mem- 
brane dont le contour est un triangle tiquilatéral mciîte 
d'être étudiée; sa comparaison avec la membiane carnées 
conduit à des rapprochements remarquables, que l’espé- 
rience pourrait vérifier. On traite ce nouveau cas à l’aide 
d’un genre de coordonnées que j'ai introduit, pour esprimer 
l’équilibre et le_ mouvement de la chaleur dans le prisme 
triangulaire régulier. Soient O le centre et / le rayon du 
cercle iiKscrit au triangle équilatéral; par un point inté- 
rieur menons trois droites parallèles aux côtés, abaissous 
sur ces droites, et du point ü, trois perpendiculain's; ces 
perpendiculaires, désignées par P, P', P', furuicnl trois 

y- 
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coordonnées, positives vers les côtés, négatives vers les 
sommets, et dont la somme est toojours nulle; ainsi l’on a 

• P + P' + P":^0, 

et les côtés sont représentés par les équations P = /, P' = /, 

V = l. La fonction W de P, P', P", t, qui donne le dépla- 
cement normal et variable d’un point quelconque de la 
membrane, doit ; i° vérifier l’équation (i6), n° 48, trans- 
formée convenablement; 2 ° s’évanouir séparément pour 
P = /, P' = /, P" = /, quel que soit t, puisque le contour 
est fixe ; 3° enfin reproduire l’état initial pour t = o. Nous 
supposons cet état initial sans vitesse et symétrique par 
rapport à l’axe de la coordonnée P. 

Ces conditions sont satisfaites par une, fonction de la 
forme 

(i-i) ^ W cosyt, 

V étant la somme suivante : 

1 

I V =sin^(iP-t-fiP'-hïP''-t-3X/) 

-I- sin ^ P -h V P' -(- X P " -I- 3 ( 1 /) 
sin ^ { vP -t- iP' -I- (iP" H- 3 v/) 

+ sin^(,P + ftP'-t-XP"-4- 3»/) 
-hsin^((iP-l-^P'-l-vP''-*-3/*/) 

27T ' ' ’ 

-I- sin — (XP -h vP' -t- (iP" + 3X/), 

où A, fx, V sont des entiers, positifs ou négatifs^ tels que 

(i3), O, 
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et desquels deux, et v, sont arbitraires ; le carré du para- 
mètre -f a pour expression 


(> 4 ) 


7’ = c’ v’) — (uv -t- -+- )(i)l 

4 / , •> 

—(f* 5 


la seconde forme résultant de l’éliniiijatiou de X, faite à 
l’aide de la relation (i3). La somme V (i 2 ) peut être con- 
sidérée comme une fonction de a: et car chaque est 
égal à un binôme de la forme x ■+■ n^'^y, où m<‘) et 
sont le cosinus et le sinus de l’angle que l’axe des PI*' fait 
avec l’axe des x. On reconnaît que cette fonction V vérifie 
l’équation 


dx' 



quand on a égard aux relations très-simples que les posi- 
tions relatives des axes des P<‘^ établissent entre les 
d’où résulte évidemment que chaque terme de W (n) vé- 
rifie l’équation 

d'w i d^w rf’n'X 

dt'‘ \ dx^ ) 

On recoiinait aussi que V (la) s’annule séparément pour 
P = f, P' = /, P" = l. Nous nous dispenserons de repro- 
duire ici toutes ces vérifications, et de donner la valeur du 
coefficient H, que détermine l’état initial; ces questions 
d’analyse sont développées dans le travail indiqué plus 
haut. ^ 

La loi des petits mouvements de la membrane triangu-' 
laire est donc donnée par la double série W ( 11 ). Chaque 
terme pourrait exister seul, si Pétat initial s’y prêtait; il 
représente un des mouvements' possibles ou l’un des états 
vibratoires de la membrane ; le paramétre y détermine la 

A 


S • 
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durée E de la vibration et la hauteur X(ft, v) du son qui 
CD résulte; on a 


(.5) 


3.CJT ^ /(i’ + ftv H 

~ TT y 3 “ 

*'-.•)= 3-, V/^ 


/G = 2t 


• jJiV ■ 


le triangle ayant pour hauteur /j = 3/, et pour côté 
a = 7.î\^, on peut écrire 


(. 6 ) = 

♦ ^ 

Telle est l'expression générale de tous les sons, à l’unisson 
desquels la membrane triangulaire équilatérale peut vibrer. 
Ces sons se distribuent en autant de séries qu’il existe d’ar- 
guments 171 de la forme u’-|- pv -f- v*, non carrés, et non 
divisibles par un carré. 11 y a de plus une série ayant pour 

base virtuelle et qui comprend toutes les solutions 

en nombres entiers de l’équation 

fl’ (*v -t- v’ = J’ ; 

le son X = y qui correspond à /* = 5, v = 3, appar- 
tient il cette série. A un même son peuvent appartenir plu- 
sieurs termes de W; c’est ce qui arrive, par exemple, pour la 

base de la série dont l’argument est 91 , car on a X = ^ y/ 91 , 

en prenant, soit p = 6 , v = 5, soit p = 9 , v = i . En gé- 

néral, pour trouver tous les termes du son X ■= J ^ y/iii, 

ia 

il faut avoir recours aux solutions entières de l’équation 

fl’ fiv •+■ ï’ =; 77/J’, 
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4l(irs({iie J est de l’espèce des arguments, ou de la roriiic 
4 U* -I- 3ft*, car ou a ideuti([uemeiit 

• • ■ . * ■ 

4((*“ + (iv -(- ï’) = (a — v)’ -t- 3 (j» -f- »)’. 


Le sou le plus grave de la meiiibraiie Iriaugulaire est 

C ^ 

grave d’une membrane 


Jô = — ; c’est aussi le son le plus 


carrée dont la diagonale serait h, n° 53. Quand fx, v sont 
IA -h -h V somme de deux carrés a’ H- (i’, 


tels que 



le .Von devient Jt, = -\/a* + (3*, et appartient aussi à la meiii- 

f 4 

"brane carrée dont le côté serait c’est le carré inscripiible 

dans le triangle : cette circonstance a lieu, par exemple, 

pour ft = 5, V = a, d’oii JC. = y v^j 3; pour u = i o, 

‘ > c " T 

d’oùJ^ = -v/^. Lorsque v=p, X = — ap, ou que les 

deux nombres u, v sont égaux, le son appartient à la série aT 

. .üx al 



dont ylK '!«' base ; 'pn parvient alors à mettre la somsnejt:'l 
V ( I a ) iàous ta' ^ffme ^ 

ff p' P*' ■-‘- 

' ** ^ J **R ^ 

•iS' * ‘ ' 

où /j(‘> = l — P(‘), en sorte que p, p', p" sont les distances 
d'un point de la membrane aux trois côtés du contour; le 
système nodal, provenant de l’annulation de cette valeur 
deV, se compose de droites parallèles aux côtés, lesquelles 
partagent la membrane eu p’ concaméralions triangulaires 
, égales. Pour les sons des autres séries, où p, v sont inégaux, 

' le système nodal peut être beaucoup- plus comjiliqiié et 
souvent courbe. 
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L’objet de celle Leçon paraîlra sans doute fort peuim- • 
porlant aux ingénieurs qui s’inléressent spécialement ; à M 
l’équilibre d’élasticité. Mais, outre qu’il est souvent néces- ■' 
sairc d’étudier l’effet des vibrations sur certaines construc- 
tions, le temps n’est-il pas venu de se demander si l’état 
moléculaire des corps dont le repos nous paraît le mieux 
établi est bien réellement un état statique; s’il n’est pas, 
au contraire, le résultat de vibrations très-rapides, et qui 
ne.s’arrètent jamais? Tout porte à penser, en effet, <[ue le 
repos relatif des molécules d’un corps n’est qu’un cas très- 
exceptionnel, une pure abstraction, une chimère peut-être.. 
Cette idée pourra paraître singulière; mais, patience, a^qnt 
peu le nouveau mode d'enseignement de la Mécanique aii^ 
porté ses fruits; on voudra tout exjdiquer par le mouve- 
ment, par le travail, et cette même idée deviendra banale. 
Sous ce point de vue, tout ce qui concerne les états vibra- 
toires mérite d’être étudié avec soin, afin de p>'épar|g|ff^g^ 
voies à ces futures explications. Or, comme nous le verroiis^' 
les vibrations des solides dont aucune dimen.sion n’est très- 
petite conduisent aux mêmes problèmes d'analyse, aux 
mêmes discussions que la coide vibrante et la lAcmbranc 
élastique; il y avait donc un intérêt réel à traittuS le plus' 





complètement possible, ces deux premiers jjBxempIcs. C<» VU» ' 
considérations nous semblent mettre hors de doute l’utilit^^^V' 
de l’étude des vibrations; et, réjvétons-leiiVette étude, re- 
connue nécessaire, serait superficielle et incomplète, si l’on 
n’avait pas recours aux propiiélés des formes quadratiques 
des nombres entiers, à cette théorie des nombres, si sou- 
vent anathématisée par les détracteurs de la .scieiiec pure, 
par les praticiens exclusifs. 


» < 
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,^Vi legftes de pr^ai^ulion des actions èlnstiques, — Vitesses «les ondes pinttev 
Éqiinliuns qui rogUsent les petits lumivemciits hilei-ietirs des solides 
boinü0ênes d i liistictté cunstanto. — Classement des et;«ls viLniiuTr#^ 




S8. yUesses de propagation des actions élastiques. — 
Avant d’appliquer la théorie de l’élasticité à des solides de 
forme déterminée, il convient d’étudier une dernière pi-o- 
priété générale ; celle qui concerne la vitesse de propaga- 
tion des actions élastiques, ou les retards relatifs des dépla- 
cements moléculaires que font naître tes actions. Les 
différences de phases qui ont eu lieu, au même instant, 
entre les l^ats vibratoires de deux points éloignés, condui- 
sent ^’jia détermination de ci'tte vitesse. F.lles font voir que 
la vitesse dont il s'agit a deux valeurs différentes, suivant 
que le déplacement {Communiqué est parallèle ou perpen- 
diculaire à la direction de sa propagation. De là résulte une 
classi^catioii naturelle des états vibraioii^'s, qui jette un 
jour'^touveau sur la formation du son datis les corps so- 
nores. Ayapt ainsi besoin de recourir aux vibrations pouiOr' 
arrivi;r à la conuaissance d’un élément aussi important queV^ 
la vitesse de propagation, il fallait d’abord étudier les vi- 
brations en elles-mêmes, et l’exemple des meiubranes élas- 
tiques facilitait cettp étude. C’est ce qui justifie l’ordre et 
. les déveloj>pemonts d§s! Leçons précéijeutes, et ce qui notis 
pei mettra d’être plus rapide dans la l^eçon actuelle. 

Considérons un milieg^ solide, homogène, d’élasticu^jj 
cons.lante, et indéljfj dans lotis les sens. Une cause quel- - 
confie déplace brusquement une ou plusiertrs de .ses mo- 
léculci, situées dans uii très-petit espace, (|ue nous app<d- 
leions centre d’éhranlenient. Les fowes élastiques, qui 
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’n-siiltenl de c^<U-j>!aceniciu jnu'lipl ei instai^né déiermi- . 
ncnl le déplacejfjicnt dos nioléi'uli’s voisinas, d où'uaissoni de 
nouvelles forces élasliques (jui déplacei^les molécules plus 
éloignée^; el rébranleuionl se coniinuiiique ait^, de proelic 
eii<[)rocbc, à tout le milieu, avec une certaine vitesse de , . , 

propagation V qu’il s^agit de déterminer. L’ homogénéité 
^éf-Jas.tiotistance d’élasticité du milieu indiquent que ecfle 
vitesse -est uniforme, et la même dans toutes lesdir^liq^s; 
c’est-à-dire que les molécules, situées sur la surface d'une 
sphère de rayon U, dont le centre est celui de l’ébranle- 
ment, seront toutes déplacées au même instant, ^ unités^ 

de temps après l’origine, du phénomène; le déplacement 
— R 

emploiera un temps — - — à se communiquer de la surface 

sphérique de rayon R à celle de rayon R'^R. Si R est 
extrêmement grand, ou si l’on ne considère qu’une, très- 
petite étendue des deux surfaces sphériques, on pourra leur 
substituer des plans ou bien leurs plans tangents, lesquels 
s(*Voni parallèles entre eux, comme étant tous deux perpen- 
diculaires à la direction suivant laquelle se propage le dé- 
placement. On exprime celte transformation en disant' que 
l’on substitue, aux deux ondes sphériques, les ondes planes 
avec lesquelles elles se confondent, à une très-grande dis- 
tance du centre d’ébranlement. 


• t, 

K ' 





59. Vitesses de propagation des ondes planes. — Pla- 
çons l’origine O des coordonnées sur la première onde 
plane ;<tsoicnt m, n, p les cosinus des angles que la normale 
celle onde, ou la direction de la propagation, fait avec les 
axes des .r,^, z ; P étant Iff distance R' -r R des deux ondes 
planes, réquation de la seconde sera P = mx-)- nj pz; 
d'où l'on conclut qu’une molécule INI, ayant x, z pour 
coordonnées, et située sur la deuxième onde plaue. nç sc 
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(ipplacera que ^ — uiiiies de temps apres ledepU- 

ecniciit de la molécule située à l’origine O. Supposons 
maintenant que le déplacement instantané, au centre C 
d’ébranlement, soit immédialcineiit suivi d’autres déplace- 
ments dus à la même cause, et qui se succèdent de manière 
à composer une suite indéfinie de vibrations isochrones, 
ayante pour durée commune; tous les déplacements élé- 
mentaires se propageront dans le milieu, à la suite les uns 
des autres, avec la même vitesse V ; en sorte que la molé- 
cule O, puis la molécule M, se meltruiu à vibrer ou à exé- 
cuter des vibrations de même durée que les molécules 
en C; seulement l'état vibratoire en M sera en retard sur 

celui en O de unités de temps; donc, si le 

déplacement variable de O est exprimé par 


U, = c, cos 2 ir 



le déplacement de M le sera par 


(0 


U = CCOS2JT 


ny_ 

V 


■ pz^ 


Mais, à cause de la grande distance au centre d’ébranle- 
ment, comparée à P, ou parce que nous ne considérons que 
des étendues très-petites des ondes sphériques, les deux 
amplitudes Co et c peuvent être regardées comme étant 
égales entre elles, et aussi les deux déplacements variables 
peuvent être considérés comme ayant lieu sur deux droites 
parallèles ou dans une même direction. 

Cette direction des vibrations propagées par l’onde plane 
n’a, jusqu’ici, aucune liaison nécessaire avec celle de la 
vitesse de propagation; mais, soient ^ Icsoosimis des 
angles que cette direction commune des librations r ii O et 


r 




vr. 
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eu M fait avec les axes, les projeciions du déplacemeni 
variable de M sont 

(2) U=:ÇU, V r,V , ■<>' — ÇU, 

et il faut que ces valeurs particulières vérifient les équa- 
tions aux différences partielles, qui régissent tous les petits 
mouvements intérieurs du milieu considéré; or cette véri- 
fication essentielle établit une dépendance entre les deux 
directions dont il s’agit. Lorsque l’on fait abstraction des 
forces extérieures X„, Y,, Zo, les équations qui doivent 
être vérifiées sont 

dS d’u 

, dO d’v 

(IQ /i^iv 

dv dii' ft^ . r/*. 



n*^ 26^ si Ton pose, pour simpliüer, 


t — 


m.T -f- ny -h fiz 


(4) V> csin2 7rl 


)=. 


les valeurs ( 2 ) et (i) donnent 
(51 


2 JT f/ 0 

7 «f» 


^ \ a ' ' dx 


V’Ë» 


«n/U, 


1 477^ (Pu A 7:^ 

h'“=-Pîî'“' 


et la substitution de ces valeurs, dans la première des 
équations (3), donne, en supprimant le facteur commun 
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— g- U et multipliant par ^ *, la première des relations 


I (X - 1 - ^)mq + (fl — pV>)ç = 0 , 
(X -H p) nq -I- (fi — pV’)» = O, 
(i-(-fi)p)9 -H(fi — pV’)Ç — O; 


les deux autres résultent de la substitution des valeurs (2), 
faite de la même manière dans la seconde, puis dans la 
troisième des équations ( 3 ). 

Si l’on ajoute les trois relations (6), respectivement mul- 
tipliées par m, n, p, d’après la valeur (4) de q, et parce 
que m* n’ -f- p’ = I , on trouve 


(7) ' (i -H 2 fi — pV’)ÿ = o; • 


cette relation déduite doit être vérifiée, il faut donc que 
l’on ait, ou X -H 2 pi — P V’ = o, ou ^ = o. Dans le premier 
cas, 


V = 




). -+ 2f» 

P 


et, puisque pt — pV’ = — (X + p), les relations (6) de- 
viennent 

mq — l, nq — n, pq = ^'. 


si on les ajoute, après les avoir respectivement multipliées 
par ïî, Ç, d’après la valeur (4) de 7, et parce que 
-f- r,’ -f- = 1 , 011 trouve 

q‘ = \-, 

or q est le cosinus de l’angle que font entre elles la direc- 
tion de la vibration et celle de la propagation ; cet angle 
est donc nul. C’est-à-dire que toute vibration normale à 
l’onde plane se propage avec la vitesse 

/i 2 a 

( 8 ) 


> 
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Dans le secoiiil cas, j)uist(iie 7 = 0, la dilalalioti 6 (T)) est 
aussi nulle, la vibration ^’opèn- sur le plan même de l’onde, 
et les relations (6) se réduisent à 



c’est-à-dire que toute vibration parallèle à l’onde plane a 
lieu sans que la densité du milieu soit altérée, et se propage 
avec la vitesse 

( 9 ) 

En résumé, quand une onde plane se propage dans un 
milieu solide, homogène et d’élasticité constante, si la vi- 
bration qu’elle apporte lui est perpendiculaire, sa vitesse 
de propagation est fl (8 ) ; cette vitesse est moindre, et égale 
à (I) (9), si l’onde apporte des vibrations parallèles à son 
plan. De là résulte que tout déplacement, au centre même 
de l’ébranlement, se décompose, pour chaque direction, 
pour celle de R par exemple, en un déplacement parallèle 
à R, et en un déplacement perpendiculaire, lesquels se 
séparent immédiatement, puisque le premier se propage 
plus vite que le second. Autrement, la molécule O, séparée 
du centre d'ébranlement' par la distance R, sera atteinte 

par le déplacement parallèle à R, au bout de — unités de 

temps, à partir de l’instant où C est ébranlé, et ce ne sera 

que plus tard, au bout de — unités de temps, que la même 

molécule obéira au déplacement perpendiculaire à R. • 

Il importe de remarquer que les deux vitesses de propa- 
gation, fl et to, restent les mêmes, quelles que soient les 
durées et les atnpliiudcs des vibrations propagées; et de 
se rap[)cler que les vibrations qui se propagent avec la vi- 
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il sont seq^^^|ÿ|cconipagnées d'une dilutalion va- 
^blc d; ^e les atatrcs, -celles dont la vitesse de 

prorpTa^jjtwn 'e^ («), ont lieu sans que la densité du milieu 

éprouVe^cun eKac^ement. Le rapport des deux vitesses 

— «•■ 

— suivant Poisson, qui admettait l’égalité 
P, on avait — = y'd ; suivant Wertheim, qur admet 

y, 

que X est double de p, on aurait — ^ a ; mais il j a liciialb 

^ 6> i 

penser, n“ 29, que.cq rapport est réellement incommensu- 
rable. 

60. Équations des petits mouvements. Par l’intro- 
duction des deux vitesses de propagation, les équations aux 
différences partielles qui -régissent les jvelits mouvements 
intérieurs d’un corps solide homogène et d’élasiii-ilé con- 
stante sont : 


f 


('o) ( 


d^u 

dt) 


-, 

= 11> — 

-h w’ 

dt^ 

dx 

•» 


! 

d^v 

dti 


~dF 

il" — — 

H- 6t> 

dy 


d'‘tv 

</s 


■ 

= fi*— 


dr 

de 



l dv du> \ , l du </e \ “I 

[dz-d;) ' 

dz dx ’ 

I)]: 


dz / 




on les déduit des équations (6), n“ 26, en faisant abslrac- 
lion des Xo, Yo,Zo, divisant par p, et remplaçant les 
coefficients par les valeurs (8) et (g). Les fonctions «, v, w, 
intégrales de ces équations linéaires, se composeront d’une 
Infinité dégroupés de termes, vérifiant chacun ces mêmes 
. écpiations, et satisfaisant aux conditions de la surface, 
pour le corps que l’on considérera ; puis, les coefficients de 
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lous les groupes serom déiei iuiifé^ par4^at initiai < 
groupe de leriiies, qui pourrait exister leui, reprcsenieraij 
un des états vibratoires possibles, et Je mouvenfidSu général 
sera la superposition de lous ces états' auxquels lès coeffi- 
cients trouvés assigneront leurs "^anipliludes relatives. Or, . 
parmi les états vibratoires, élémentaires ou simples, les 
uns auront une périodicité qui dépendra de îî, les autres 
de &>; les premiers seront accompagnés d'une dilatalioii'^klW' 
variable cl périodique; les seconds auront lieu sans ehan- 
.;^m(uilde densité. 11 est possible, d'après cela, de trouver ■ 
les propriétés diÜérenlielles des groupéï^'de termes qui 
composent séparément ces deux classes. * 

61. Vibrations avec dilatations et contractions, — Les 
valeurs particulières de u, v, vv, appartenant à l’un des 
mouvements vibratoiies dont la périodicité dépend de îî, 
devront annuler les 'parenthèses multipliées par b>’, dans 
les seconds membres des équations (lo) ; elles seront donc ' 
telles que 


du div rfiji dw ‘ du 

• * * dz dy dx' dx dy 


Ai/ 

dy' 


du 

dy 


dv 

dx 


dz ' 


^ étant une certaine fonction, nécessairement de même 
périodicité qne u, w. Les équations (lo) se réduiront 
alors à 


( 12 ) 


d’il d9 
dp ~ ^ d^' 


d’v d9 


d’u 

~dp 


d9 

=*û’ — ; 

J»- rfz ’ 


de la secondé différentiée en z, retranchant la troisième 
différenliée en j-, il vient ^ = o, ou la pre- 


mière des relations 


(J3) 


d’ÿ- 

dx 

dr ■ 


dé 

d/ 

dt’ 


*■' dé 
d’ 

dz 


dr 


- = o. 
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chacune des deux autres se déduisant des équations (la) par 
une combinaison semblable. Mais , puisque la fonction 
est essentiellement périodique, les relations (i3) démon- 
trent qu’elle doit être nulle. On aura donc nécessairement 

rfp f/w» f/(v (lu du dv 

dz dy ’ dx dz' dy <ir ’ 


s 


S, 


\ 


OU bien, ce qui est la même chose, 


(> 4 ) 

d’où 



dV 
dy ’ 


W 


d? 
dz ’ 


9 = A’F, 


F étant une fonction périodique comme u, v, w, et qui 
devra vérifier l’équation aux différences partielles 


(.5) 

à laquelle se réduisent alors les trois équations ( 12 ). 

62. Fibrations sans changement de densité. — Les 
valeurs particulières de u, w appartenant à l’un des mou- 
vements vibratoires dont la périodicité dépend de u, de- 
vront être tels que 6 = o, ou 


(. 6 ) 


du dv dur 


elles seront donc de la forme 


(17) u 


d-n dt, d’i d\ 

di~Ty'‘ '’~dx~Tz' 


dy dx' 


ri, ^ étant de nouvelles fonctions, périodiques comme 
u, V, IV. Ces valeurs donnent 


dv dw 
dz dy 


3' ÉDIT. 


d(3 

dx 

du 

dy 


A’ï, 

dv 

dx 


dw 

dx 

dv 

dz 


du 
dz 

-à>Ç, 


dv 

<^y 


— A’ii, 


10 
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dyi d^ 

dx Sjr (/z ’ 
\ 


par la substitulion dans la première (lo), celte équation 
deyicnt * 

f/f’ dj' ) \ dz / 

ou bi^n 



dz dy 


les deux autres (lo) se transforment de la même manière, 
et les trois équations transformées conduisent à 


(. 8 ) 


d^l 

dt 




di^ 

dx' 


HP 


^ ' do 

=:w’A’>; + -r , 


dt' 




r/cp 

dz ’ 


91 étant une nouvelle fonction que l’on peut supprimer; car 
les valeurs (17), où ^ vérifient les équations (t8), 

donnent 


(«9) 


d'u d’i' il’w 

— — =w’A’h, — — = m’4’p, w’A'h', 

rft' dt' dt' 


quelle que soit cette fonction tf. Ainsi, les groupes de termes 
correspondant aux états vibratoires qui ont lieu sans chan- 
gement de densité, auront les valeurs (17), où », sont 
des fonctions qui vérifient l’équation aux différences par- 
tielles 

d^ F 

( 20 ) =w’A’F. 

' ' dt' 

63 . Classement des états vibratoires. — On sait que la 
formation Mu son dans les instruments à vent trouve son 
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explication naturelle dans le concours de deux systèmes 
d’ondes, les unes directes, lès autres réfléchies; et que la 
coexistence de ces on(jc?t^C3le les positions des nœuds et 
des ventres de vibratiot^^jj^i^rintérieur du tuyau, et, par 
suite, la hauteur du son^Voduit. La même explication doit 
s’étendre à la formation du son dans un corps solide : des 
ondes directes et des ondes réfléchies se propageant néces- 
sairement avec la même vitesse, fl ou (■>, établissent, par 
leur coexistence dans l’intérieur du corps, des surfaces no- 
dales dont les molécules restent en repos, et d’autres sur- 
faces où l’agitation est à son maximum; et la permanence 
plus ou moins prolongée du mouvement général détermine 
un son qui se communique à l’air ambiant, et dont la hau- 
teur dépend de la forme et des dimensions du corps sonore. 
D’après cette théorie physique, la seule admissible, les états 
vibratoires d’un solide sonore sont nécessairement de deux 
espèces, correspondant aux deux vitesses de propagation fl 
et Ci). La première espèce est celle des vibrations longitu- 
dinales, la seconde celle des vibrations transversales. 

On étudiera séparément ces deux espèces, savoir : à l’aide 
des formules du n° 61 quand il s’agira des vibrations longi- 
tudinales, et à l’aide des formules du n°62 quand il s’agira 
des vibrations transversales. Cette distinction nous parait 
capitale; elle éclaircit singulièrement la théorie mathéma- 
tique des corps sonores, et facilite les applications qu’on en 
peut faire. Lorsqu’il s’agira d’exprimer analytiquement tel 
ou tel état vibratoire dont l’observation aura indiqué les 
lois, soit par la mesure de son produit, soit par la forme ' 
des lignes nodales et des lignes de plus grande agitation sur 
la surface du corps sonore, il suflSra de chercher directe- 
ment le groupe de termes «, v, -w qui le représente, dans 
l'uife ou dans l’autre des deux classes étudiées aux n”’ 61 et 
62 ; l’expression analytique trouvée permettra de compléter 
les données de l’observation ; en outre, elle déduirà de ces 

10. 
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données n^èn^cs des relations numéri(|ues propres à déter- 
miner SI ou û). Celte manière d’appliquer la théorie dis- 
pense d’intégrer complètement les équations (lo), cl de 
déterminer par l’état initial les cocf6cienls des valeurs in- 
tégrales de U, e, IV. 

■ f 

64. Conditions relatives aux surfaces , — Mais le groupe 
de ’^termes qui représente l’état vibratoire que l’on étudie 
eiqüe l’on considère seul, non-seulement doit vérifier les 
équations aux düTérences partielles de sa classe, il faut 
aussi qu’il satisfasse aux conditions relatives à la surface. 
Ces conditions seront, suivant les circonstances, ou la fixité 
des points de la surface, c’est-à-dire l’annulation des va- 
leurs de H, V, w appartenant à ces points; ou, si la surface 
est libre, certaines relations entre les valeurs des forces 
élastiques qui la sollicitent. Dans ce dernier cas, il faut, 
et il suffit, que les composantes tangentielles de la force 
élastique qui s’exerce sur chaque élément de la surface 
libre soient nulles; la composante normale doit rester 
variable et non déterminée. C’est cette composante normale 
qui communique ses variations à la pression de la couche 
'gazeuse voisine, d’où résulte la propagation dans l’air du 
sou produit; et les composantes tangentielles doivent être 
nulles d’elics-mêmes, parce que le gaz ambiant ne peut 
réagir que normalement. 

D’après les considérations qui précèdent, l’intégration 
des équations (lo), faite uniquement dans le but d’étudier 
un corps sonore, doit se borner à la recherche de tous les 
groupes de termes des u, v, w, qui rentrent dans les deux 
classes définies aux n°’ 61 et 62. On doit alors regarder le 
mouvement le plus général comme étant en quelque sorte 
permanent et dû à la superposition de tous les états vibra- 
toires, élémentaires et simples, qui pourraient s’établir 
isolément dans le corps que l’on considère. Or, les équa- 
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lions (lu) étant linéaires, les propriétés diflërenlielles des 
groupes de termes des deux classes définies appartiennent 
aussi à la somme de tous ces groupes, multipliés p'ar des 
coefficients constants; on peut donc dire que, bornées à 
l’usage indiqué, les valeurs générales des u, v, w sont 


(21) 


dF 

dx 

dF 

dy 

lü 

dz 


dn 

dz 

dx 

dy 


dX, 

d)' 

dl 

dz' 

dit 

dx' 


F, ç, n, ^ étant des fonctions de x,j, z, t qui vérifient les 
c(|uations aux différences partielles 

, « 

d’où l’on déduit, pour la dilatation, 
e = A'F, 

valeur indépendante des fonctions |, «, Ç. 

Mais, si l’on voulait représenter, non-seulement le mou- 
vement permanent et hvpolliétique d’un corps sonore, niais 
aussi le mouvement réel, eu vertu duquel les vibrations su- 
perposées vont en diminuant d’amplitudes, et les sons coexis-^ 
tants finissent par s’évanouir, les intégrales (21) seraient 
insuffisantes. Et, lors même que l’on parviendrait à former; 
des intégrales qui pussent embrasser ces deux mouvements 
généraux, il existerait encore une infinité d’autres inonve- • 
inents intérieurs des corps solides, non périodiques, et*ndK^ 
décomposables en mouvements vibratoires permanents ou 
évanescents, queccs nouvelles intégrales n'e représenteraient 
pas. Tel parait être le caractère des équations aux diffé- 
rences paitielles embrassant tout un ensemble de phéno- 
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mènes ; il est souvent très-difficile, pour ne pas dire impos- 
sible, d’en trouver des intégrales qui possèdent la même 
généralité. 

La marche que nous indiquons n'est pas complètement 
analytique; elle emprunte à la Physique une analogie ou 
un principe, celui de la formation des états vibratoires par 
la coexistence de deux systèmes d'ondes, l’un direct, l’autre 
réfléchi. Mais' tel est, suivant nous, le véritable rôle de 
l’analyse dans les questions de Physique mathématique ; elle 
doit s'éloigner le moins possible de la science des faits, mar- 
cher ponr ainsi dire de concert avec elle, adopter son lan- 
gage et ses lois ; autrement, elle ne tarde pas à perdre de vue 
le monde réel, et ses recherches sont sans application. Les 
exemples d’états vibratoires que nous traiterons dans la 
suite, et qui sont presque tous signalés dans le Cours de 
Physique, montreront l’utilité du classement établi dans 
cette Leçon. Le groupe de valeurs intégrales, défini au 
n°61, et qui concerne les états vibratoires de la première 
classe, se présente tout naturellement, dès qu’on veut abor- 
der l’intégration des équations de l’élasticité. Poisson le 
cite et le traite, mais en répétant plusieurs fois qu’il ne 
s’agit là que d’un cas très-particulier. Pour nous, ce cas, 
si particulier, est assez général pour embrasser toute la 
moitié de la théorie des corps sonores; et l’autre moitié est 
ïgie par le groupe de valeurs intégrales défini au n° 62. 
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DOUZIÈME LEÇON. 

A 

Intégrales des équations de Vélasticité en coordonnées rectilignes. — Équi- 
libre d’élasticité du prisme rectangle. ~ Cas où la loi do la dilatation est 
connue. — Cas des ofTorts normaux et constants. 


.3 


65. Intégrales des équations de l'élasticité en coor- 
données rectilignes. — Nous allons appliquer maintenant 
' la théorie de l’élasticité à des corps solides limités par des 
plans, par des cylindres droits, par des surfaces sphé- 
riques; c’est-à-dire que nous passerons successivement en 
revue les exemples ou les cas particuliers qui peuvent , 
être abordés à l’aide des coordonnées, reciilignes^ou or- 
dinaires, semi-polaires ou cylindriques, polaires ou «phé- 
lâ^ues. Cer ordre parait le plus logique, sous le point 
^rde^vu^ des procédés analytiques; et cependant il est en- 
j^dtÏPè-piécisémcnt inverse de l’ordre naturel, qui doit com- 
meimer^pqj^s' questions plus complètement traitables, eA 
Gnir^ar~ celles dont la solution est plus incomplète. En 
^ . effet, Siji l’â^ voulait suivre ce dernier ordre^^ il faudrait 
^l^açcessivenicot étudier l’élasticité dans là sphère, dans li; 

cylindre et dans le parallélipipède. On facilement que 
' le nombre des équations à la surface croit ^àns ïe même 
sens, et c’est ce nombre qui limite ici la puissance de l’a- 
nalysc-mathématique, en multipliant les difficultés qu’elle 
doit vaincre. Mais comme nos équations de l’élasticité sont 
exprimées en coordonnées rectilignes, occupons-nous d’a- 
' bord du genre de solide auquel ces coordonnées sullisent, 
ou qui n’exige aucune transformation. 

" * Pour les solides terminés par des plans parallèles aux 
plans coordonnés, les projections du déplacement molécu- 
laire , ou les fonctions u, v, w, sont exprimées par, des 
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séries où chaque terme est le produit de trois ou de quatre 
facteurs, ne contenant chacun que l’une des variables; ce 
produit doit vériher l’équation 


{>) 




i'' 


h étant^Q ou u, n° 64, s’il s’agit d’un état vibratoire, et 
l’équation 

(a) . A'A>ç = o, ^ 

, . 

n“27, quand il s’agit de l’équilibre d’élasticité; en outre,' • 

les facteurs en T, en y, en z sont tels, que ce produit, ou le 
groupe de terme# 'Correspondants des u, v, %v, satisfait aux 
conditions ex'^OTeures, quand x, ou^;)', ou z, a la valeur 
constante qui appartient à chaque facet On sait que la 
véri^j^^on de l’équation (i) est obtenue en prenant pour 
chaqiàe facteur d’un même terme, ou le siniis,^u le co: 
nus d^un arc,1produit de la seule variable que contiem^ce 
^'^acteur, par un paramètre constant, ou bien encore la 
^IIMq^medc .ces deux lignes trigoiioinétriqu» mt4t^Iiéeg par 
' des coclFicients arbitraires. Mais si c’est Fé^natièfa (i) qui 
doive être vérifiée, un au moins des troi|factei^ de,^j|iâquu 
terme aura une forme plus compliquw,^et^ntj(^^ra 
' variable en cxpciientielle. ‘ ^ 

Afinÿae aii^lifier l'expression de ces facteurs divers, 
nous emploierons les formes et les notations suivantes. 

Nous désignerons par 



(3) 


K(?) = 




C(y): 




les fonctions exponentielles connues sous le nom de cosi- 
nus et sinus hyj)erboUques ; chaque variable entrera ‘sous 
les symboles E et C, avec un paramètre constant, comjnc 
sous les cosinus et sinus. Nous donnerons aux variables x. 


1 1"^ A. 

-A , 

'-V-C- 
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, jt^^^fe^’^aranlSires respeciHijfw^L sous tc|j|y^ucs iri- 
- • gonoméiriques, et le;^aram^fcs^spectifs sous 

' les signes E-'^ £; oOneut appcleq leâJj^^miers cÿrcu-^' 
les scconàs ex^nea^ff^. rfôus (lignerons simple- 
%ent les cosinus et/sirius,dc uixjpar^et S, de - 

S', de Jiap Ç* ^ (p^) E e^^f^ 

E (<jy)-^^f (^) parÈ' e?o/^l*E^/'a) et C (rz) jiar E" été''.' 
Dans la plupart des exemples que nous traiterons, les pa- 
ramètres circulaires m, n, P seront^ de. la' forme 


(4) 



I n 

T’ 




i, i'y i" étant des nombres entiers quelconques. Les para- • 
mètres exponentiels p, q, r auront une autre forme ; le 
carré du paramètre exponentiel de l’une des trois variables 
X, jr, % sera égal à la somme des carrés des paramètres 
circulaires apparteèant aux deux autres ; c’est-à-dire (ju'on 
aura ‘ . 


• ■■rj; 


(5) 


P' 




9’= /»■ 


“IS" 


A la surface du polyèdre, les C, S, É^B'ont des valeurs^ 
numériques que nous désignerons en pIaçaiUt,''comme indice 
infëricnr, la lettre a, b ou c, valeur corrcîlpondantc de 
variable. D’après les formules (4), C„, C'» , C* sont l’u- 
nité, en pins ou en moins y S„, S'^, S’ sont nuis; mais 
les E„, E'i, E' finies C„, Ç'», £'*se réduisent à des nombres 
qui ne sont ni l’unité, ni jéro.* En6n^nous emploierons 
aussi des fonctions mi-exponèt^^OS, et fui-algébriques de 

/rK,E- /£,C x£.E — oE.C 

: ’ 

- 


noulj|lllj||igUcrons par F et 9 pou r or, par F' et pour^J^^Î 




îl pou r* 

m 



'-t* 


^ .rv 


JH 
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par F" et pour z : 

« 

4 te L.. > 


lei, J" sont évidemment nuis, et F„, Fi, Fi sont 

respectivement éga,ùx à car on a généralement 


ü’ cyc, 

m 


■ Ce luxe de notations est loin d'être inutile : il nous per- 
mettra d’exprimer les séries u, u, w, leurs termes géné- 
raux, et les facteurs de ces termes, d'une manière simple et 
qui en fasse saisir de suite la véritable portée ; autftment, 
les expressions de toutes ces quantités 'seraient longues, 
compliquées, sujettes à erreur, et l'on pe ^(errait que péni- 
blement ce qu’elles signifient. / ‘'r* 

On voit de suite que chaque terme de toute série, véri- 
fiant l’équation aux diUérentiellcs partielles (t), sera de la 
'forme ' ' ■ 


A.S)(A'C'-t-.\.'S')(A"C"-i- A 


A, A>, A', X', A", X", II, H' étant des 
miner, et le paramètriMârculâirc de t 


aussi que pour vérifier 1’ 
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il faut prendre des termeS'de la forme 

! (AK-h AC){A'C'-t- ,J„'S')(A''C"-l-X"S"), 

(9) ou (AC-I- A.S)(A'E'-t-X'£')(A"C"-+-X"S"), 

( ou (AC-t-JtS)(A'C'-t-XS'){A"E" + A.";:"). 

» 

Mais s’il s’agit de vérifier l’équation (2), et non l’équa- 
tion (8), il faut que l’un des trois facteurs soit plus com- 
pliqué; on s’assure aisément que le produit (9) acquiert 
cette propriété si l’on y ajoute, aux deux termes du facteur 
exponentiel, deux autres termes de la forme 

(10) (BF -t- ou (B'F' - 4 - ou 4 B"F"- 4 -ift,"#"). 

On sait 'que la dérivée seconde de chaque facteur du 
terme (9) est égale à ce facteur lui-méme, multiplié par 
le carré du paramètre de la variable, en affectant ce produit 
du signe - 4 - si le paramètre est exponentiel, du signe — 
s’il est circulaire; de là résulte que le A* de ce terme sera 
nul, d’après l’une des relations ( 5 ). Mais si le facteur expo- 
nentiel est augmenté de l’expression (10), sa dérivée 
seconde contiendra, outre le produit du facteur lui-même . v 

par le carré du paramètre, deux fois la dérivée première du 
coefficient total de la variable, dans l’expression addition- 
nelle (10), mise sous la forme d’un binôme algébrique, 
c'est-à-dire 

' BE), ou 27 (xI!,'£' — B'E'), ou 2r(KV,"t" — B^E"), 

d’après les formules (6) ou (6 bis)-, de là résulte évidem- 
ment que le A* du nouveau terme sera de la forme (9), et , 

que, conséquemment, son A’ A’ sera nul. 

66. Problème général de l'équilibre du prisme rec- 
tangle. — Passons maintenant aux applications. Le pro- 
blème le plus important que l’on puisse se proposer, sur le 
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genre de corps que nous considérons, consisterait à détcr- 
niiner complètement les lois de l'équilibre intérieur d'un 
prisme rectangulaire, dont les six faces seraient soumises 
à des forces données. On comprendra aisément combien de 
conséquences utiles pourraient résulter de la solution de ce 
problème, jmur l’art des constructions, où l’on emploie si 
souvent des solides de cette forme. Mallieureuscment, ce 
problème est en même temps le plus difficile peut-être de la 
théorie mathématique de l’élasticité, en ce qu’il exige préa- 
lablement la solution complète d’une question d’analyse 
dont les géomètres ne se sont pas occupés, ou dont ils ne 
sont pas encore parvenus à vaincre les di^cultés. Il nous 
paraît utile néanmoins de montrer ici en quO||U|^iste cette 
question, afin d’appeler sur elle l’attentioj^BB^éomètrcs 
plus jeunes, plus habiles, et qui parviendront peut-être «à 
la solution désirée. Puisse ce qui va suivre leur préparer la 
voie ! C’est une sorte d’énigme aussi digne d’exercer la 
sagacité des analystes que le fameux problème des trois 
corps de la Mécanique céleste. 

Considérons un parallélipipède rectangle, dont les côtés 
soient aa, aô, ac; plaçons l’origine au centre^ et les axes 
parallèles aux arêtes ; les six faces auront pour équations 

(il) x=±n, y = ±i, 2 = rt:c. 

On fait abstraction des forces extérieures Xo, Yo, Zo,- ; 
ii“ 28, et l’on se propose de déterminer la loi des déplace-''* 
ments intérieurs, lorsque le prisme est en équilibre d’é- 
lasticité, sous l'action de forces dirigées normalement à 
ses faces. On suppose une telle symétrie entre les forces 
données, que les fonctions qui les expriment soient toutes 
paires} c’est-à-dire que chacune d’elles conserve la même 
valeur et le même signe, lorsqu’on change le signe d’une 
des deux coordonnées variables qu’elle contient. Cela posé, 
le problème d'analyse qu’il s’agit de résoudre consiste à 
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dcteriniiier dos fonctions «, t', qui vérifienl les équa- 
tions 


(. 2 ) 


(- tii’M = O, 

dx 


do du 

— h eA’t' = O, — h5A’n'=0, 

dj- dz 


du dv du> a 

Q ~ ~ -t- H J- y f = r * 

dx djr dz * 


dans Icsquollos la fonction 0 et la constante e sont 

(.3) 

et qui, étant substituées dans les formules 

„ , . », / di' dn'\ 

N. = 


(l4) N,=:Xe 2^^, T 


/ div 

^[di 

f fltv / du U 

[k, = a 0+2^-, T, = fx(^--t-- 


0’ 

dn\ 

dl) ’ 


du \ 


donnent 


N, — T,= o, Tj = o, pour x==zt<i, 

(i5) { Tj = O , N, = <}>,, T, =o, pour j^=±;é, 

T,= o, T, — O , Nj = >t>, , pour z=±c. 


De ce que les fonctions <î>,, «I», sont paires, on conelut 

aisément des formules (i4) que la fonction « doit être im- 
paire en X, paire en y et en z impaire en y, paire en z 
et en x\ w impaire en z, paire en x et enj^; d’où 6 paire 
en X, en j, en z. Rappelons qu’une fonction est dite im- 
paire si elle change de signe, en conservant la même valeur 
absolue, lorsqu’on change le signe de sa variable. 

On arrive, sans aucune difficulté, en faisant usage de 
coefficients indéterminés et des notations du n° 6S, aux 
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séries suivantes : 



qui doivent exprimer les fonctions cherchées, u, w. 
Chaque groupe de termes, au même coefficient y, g, ou h, 
vérifie les équations (la), et donne des forces tangentielles 
nulles sur les six faces^ Les groupes composent trois classes 
distinctes ; le facteur exponentiel est en x dans la première 
classe, en y dans la deuxième, en z dans la troisième. A 
chaque classe correspond une suite infinie, et à double en- 
trée, de coefficients arbitraires f,g,h. Dans chaque fonc- 
tion K, w, les termes généraux des trois classes sont 
afieclés d’un double sigma, dont les limites sont — oo et 
-f- 00 , relativement aux deux entiers i' eti", ou i" et i, ou 
J et i' des paramètres circulaires (4) ; le terme où les deux 
entiers sont nuis est distrait de chaque double sigma, et 
les trois termes analogues, pour chaque fonction u, v ou 
IV, sont réunis en un terme unique, 

Les considérations du n° 65, et la substitution directe, 
font voir facilement que chaque groupe des trois termes, 
ayant le même coefficient g , ou A , pris dans les 
U, V, tv (i6), vérifie les équations aux différences par- 
tielles ( I a ) . En outre, on dédui t de ces valeurs générales ( » 6 ) , 


Digitized by Google 



1 5 () 


I T3 = 0, T, = O, pour X z=.± a, 

T| = 0, T, = O, pour y=-'^b, 

T, = 0, T, = O, pour z=ztc; 

/ / . 

c’est-à-dirc que les forces tangentielles sont nulles sur les 
six faces du polyèdre, en sorte que, des neuf équations à la 
surface (tS), six sont vérifiées ; mais la solution s’arrête à 
celles qui expriment que, sur la surface, les composantes 
normales des forces élastiques doivent être égales aux forces 
données. Cherchons au moins la forme de ces trois dernières 
équations de condhion, dont la vérification nécessaire reste 
en suspens. 

Les fonctions u, t', \v ayant les valeurs (16), la for- 
mule (i 3 ) donne, pour exprimer la dilatation. 


( 0 = Co 4- 2e^//EC'C"-j- 2i^9gE'C"C Ë"CC', 

I. * C, -I- g. 4- b„ 


4 * 9 ) 

V 
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valeur (|ui vérifie ré(|uatioii A'9^= Jevaitr 

l'ire, n" 27, el les formules ^ ■ 

c.*/. -4,. 

3, V - ».'F') C- C 'f') CC'. ^ 



N. _ I — t,. 
— '-'0 
ae 


(20 )< 


f , 

2t 


' C. + E - ,sv- 

r’ — ^/n’ , 


^■è (7 E' + 7’E' ) C" C -t- Ja E" - CC', 

— = C. -t- A. -i- T/ E — /> f') C' C" 

2p 2£ ^ \ y / 

e' — />f'^ c"c -i- 2^ ('•®" 


Faisant respectivement x ^ a, jr = b, z = c dans les 
seconds membres, remplaçant dans les premiers N|, N,, iNj 
par les fonctions données 4>,, <{>,, <t>,, on aura les trois 
équations de condition dont il's’agu; etil faudrait déter- 
miner les coefbcients f, g, h de telle sorte qu’elles fussent 
vérifiées pour toutes les valeurs des x, jr, a,_ comprises 
entre leurs, limites respectives :p a, zp &, qr, c. On a la 
correspondance nécessaire de trois doubles séries de coeffi- 
cients, pour trois fonctions données de deux variables cha- 
cune; 'mais le mélange, ou la simultanéité de ces doubles * 
séries dans les trois équations à identifier, ne permet pas 
* d’isoler chaque coefficient, comme dans lés autres questions 
' de Physique mathématique; il faudraitdonc découvrir une 
autre méthode d’élimination. 


67. Solution quand on connaît la loi de la dilata- 
tion. — S’il était possible de déduire directement 
forces données la loi de la dilatation dans l’intérieur du po-, 
lyèdre, le problème serait résolu En eii'et, soit <l> la foiic- 
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lion, paire etix, enjp, en z, qui exprime cette loi, supposée 
connue, et qui véritie nécessairement l’équation A’ 4 > = 05 
le second membre de l’équation (19) doit être identique 
avec la fonction pour toutes les valeurs des x, j, z 
comprises entre leurs limites respectives zç. a, zçl b, c. 
On sait que la loi des températures stationnaires du prisme 
rectangle s’exprime précisément par une identité de cette 
forme. Désignant par die second membre de l’équation (19), 
on aura d = ç, et aussi 

d9 </<t> d6 f/9 d4> 

dx dx’ dy dy' dz dz"' 

faisant respectivement x = a, j' = b, z = c dans ces trois 
équations identiques, il viendra 


et la détermination des coelbcients f, g, h, actuellement 
séparés, se fera par la méthode ordinaire. Remplaçant , 
dans la fonction 0 , les variables x, y, z par «, j 3 , y, et 
posant 


(23) 


a* ÉDIT. ** *1/ 
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i6a 

on aura 

(24) / = 




7,tp'C, ’ 


S 


h = 


en outre, (le l’identité S = on déduit 

S I ^ a nh ^ c 

LL 


Les çoelTScients f, g, h étant maintenant connus, les for- 
mules (i6), (17) et (20) donneront les déplacements et les 
forces élastiques pour tous les points du polyèdre; toute- 
fois, deux des coeflScients y„ g^, resteront indéterminés, ' 
car leur somme Cj (25) est seule connue. 

Nous arrivons ainsi à la solution du problème dont voici 
l’énoncé : 

Le prisme rectangle proposé est en éqidlihre d'élasti- 
cité } la dilatation intérieure est une fonction connue, 
paire par rapport aux trois coordonnées, et dont le para- 
mètre différentiel du second ordre est nul : on demande 
quelles forces appliquées normalement aux faces du po- 
lyèdre ont pu produire celte dilatation. 

Il résulte de cette solution que l'équation 

(26)0, +‘T-^EC'C"-t-’¥-^ E'C"C -I-Y-^E"CC'= 4 . 

&=pt, 

doit être une identité pour les valeurs des x, y, z comprises 
entre les limites qr a, i, c; «ï> étant une fonction 
paire relativement aux variables, et qui vérifie l’équation t 
^’*î* = o; P, Q, R, Cj ayant les valeurs (23) et (aâ). 
Cette formule (26) est analogue à celle de Fourier; mais, 
avant d’en faire usage, il serait indispensable d'en constater 
1 exactitude par les méthodes rigoureuses de Dirichlet. On 
remarquera que les doubles séries du premier membre 
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cessent d’ôtre convergentes, quand les variables x, y, z 
dépassent leurs limites. 

■# 

68. Cas Æ efforts normaux et constants sur chaque 
foce du prisme. ^ Quant au problème général énoncé au 
n° 66, il n’y a qu’un seul<cas qui puisst^ être résolu: c’est 
celui où les fonctions 4>,7 , d>, sont des constantes. Alors 

tous les/, h sont nuis, et il ne reste que h^. On a 

“ =/.*. " = S'.r. «’ = h, Z-, 

T| = O, T, = 0 , T, = o; ô -l- g", -l- A, = C,; 

>C,+ 2(»/,= <)>,, IC, -f- 2flg-,= <I>,, XC,-l-2flA, = <^3; 

d’où l’on conclut, pour les valeurs des constantes. 


* 

^ <>, -Hd., H- <1., 

_ 4,,_ÏC, 


’ 3X+2fi ’ 

2(1 


— XC, 



g>= » 

/i„= 


2(1 

2(1 


On voit que l’ellipsoïde d’élasticité est le même pour tous 
les points intérieurs, ou que les forces élastiques principales 
sont partout égales et parallèles aux forces données. Ce 
cas, d’une simplicité extrême, est heureusement un des 
plus utiles; car, dans la plupart des constructions, on fait 
en sorte que les prismes rectangles soient uniformément 
tirés ou pressés normalement à leurs faces. 

Rien de plus facile alors que d'obtenir tous les renseigne- 
ments dont on a besoin, sur les allongements et sur les 
forces élastiques intérieures ; car il suffit d’appliquer les lois 
les plus simples de l’élasticité. Supposons, par exemple, 
qu’il s’agisse d’un tirant horizontal à section rectangulaire, 
rivé à deux parois, planes et parallèles, d’une chaudière à 
vapeur en activité; soient — P la pression sur les faces la- 
térales, Fia trartioii longitudinale sur l’unité de surface; 

1 1 . 
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on aura 

4>, = F, +,= 4>, = — P, C . , 

OA -f- 2^ 

(X + 2ft)P-t-XF ~[ 

2fl(3> + 2(*) J’ 

ce qui donne la dilatation cubique C|, rallongement longi- 
tudinal ^fta, les contractions transversales 2gob, ^h„c. 
L'ellipsoïde d’élasticité et le cône des forces tangeniielles 
ont pour équations 


/.= (i±ZlI± 


IP 


2ft) 


g>- 




x’ y' -t- z’ 
h 

F» pj 


x’ y' -f- z’ 

F ~ 


les plans tangents au cône sont inclinés sur l’axe de traction 

d’un angle dont la tangente est 

tangenlielle qui les sollicite est ^PF. Il suffit d’énoncer res 
résultats, qui se déduisent immédiatement des théorèmes de 
la cinquième Leçon. 

Dans notre ancien Mémoire sur l’équilibre intérieur des 
corps splides homogènes, nous avons donné, Clapeyron et 
moi, les solutions de deux problèmes généraux qui peuvent 
se traiter, en employant les coordonnées ordinaires, à 
l’aide de la formule de Fourier. Le premier considère un 
milieu solide terminé par un seul plan ; le second, l’espace 
solide compris entre deux plans parallèles, ces plans étant 
sollicités par des forces données. Nous nous dispensons de 
reproduire ici ces solutions analytiques, malgré quelques 
conséquences dont l’énoncé est simple et qui pourraient être 
utilisées. Ce ne sont là que des essais entrepris dans le but 
de chercher une solution générale, et qui ne paraissent pas 
placés sur la roule qui doit y conduire. • 


v/^ 


-» et la force élastique 


Digitized by Googlc 


* 


SUR l’élasticité. 


i65 


. . 1 . 

TREIZIÈME LEÇON. 

A 

États vibratoires du prisme rcclancle. — Vibrations longitudinales^ trans- 
versales, tournantes, et composées d’une lame rectangulaire. ~ États 
vibratoires sans manifestation extérieure. ^ a 


69. États vibratoires du prisme rectangle. — Si la 
question de l’équilibre intérieur du prisme rectangle ren- 
contre de grandes difficultés analytiques, nous allons voir, 
dans la Leçon actuelle , qu’il en est tout autrement de 
l’étude des vibrations du même corps solide. En général, 
sauf quelques cas simples, les problèmes relatifs à l’équi- 
libre d’élasticité sont incomparablement plus difficiles à 
traiter par l'analyse mathématique que les problèmes re- 
latifs aux vibrations; aussi les travaux des géomètres 
sont-ils fort nombreux sur les seconds, très-rares sur les 
premiers. Une si grande différence dans la facilité d’aborder 
les deux genres de problèmes pourrait être une indication 
naturelle. Parmi les questions de Physique mathématique 
qui résistent aux efforts des géomètres, ou qu’ils traitent 
péniblement par des formules longues et compliquées, il en 
est beaucoup dont l’importance est fort douteuse. Au con- 
traire, un grand nombre de questions qui se ré-'^olvent par 
des calculs et des formules simples sont d’une importance 
incontestable. Serait-ce donc que l’équilibre d’élasticité 
joue dans la nature un rôle moins important que les vi- 
brations? 

Considérons les différents états vibratoires d’mi prisme 
rectangle solide dont les côtés soient «, b, c, plaçons l’ori- 
gine à l’un des sommets et les axes sur les arêtes adjacentes , 
les équations des six faces seront 

(l) Æ = 0 , a: = a; jr = 0 , y— b-, z = 0, z=rc. 
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On fait abstraction des forces extérieures Xo, Yo, Zot alors 
les projections du déplacement moléculaire, ou les fonc- 
tions II, V, w, doivent vérifier les équations aux différences 
partielles ( 10 ) du n° 60. Cherchons s’il est possible que 
l’une de ces trois fonctions, par exemple «, existe seule, 
les deux Aitres u, w étant nullcs partout. La vérification 
des équations citées exigera que l’on ait 


/ d’a 

d'u 

(d'u d'u\ 


= û’ — 1- o>’ 


\ dt' 

dar^ 

\ dy' dz^ ) 

J 

\ 

du 

du 


d — 

d-r 




c’est-à-dire que — doit être indépendant dey eide z ; 
la fonction unique u doit donc être de la forme 
(3) ' ‘ «=U-+-U,, 

(} étant une fonction de x et de t, Uo ne contenant pas x. 
Cette valeur intégrale décompose la première équation ( 2 ) 
dans les deux suivantes : 


( 4 ) 


d>ü „,d«U d’U, ,/d>U. d»U.\ 

dt’ dx' ’ df \ dy' di’ / ’ 


la première régit des vibrations longitudinales, la seconde 
des vibrations transversales, lesquelles peuvent exister ou 
isolément, ou simultanément. . . 

• A • 

70. fibrations longitudinales. — Nous supposons 
a'p> i]>c; le prisme est alors une lame rectangulaire de 
longueur a, de largeur b, d’épaisseur c. La première (4) 
ou 


(5) 


,d*B J d’ B 

dr’ dæ‘ 


contieut la loi des vibrations longitudinales qu'on établit 
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dans )a lame en la frottapt parallèlement à sa longueur. Si 
la lame est pincée en son milieu et libre aux deux bouts, 
l’état vibratoire sera représenté par une intégrale particu- 
lière de la forme 


( 6 ) 


, . X , , , Ût 

U = cos (ay-t- 1) w - cos (ay -t- 1) tr — » 


OÙ y est un entier quelconque. En effet, cette valeur (6) 

vérifie l’équation (5), se réduit à zéro pour x = et de 

^ .plus, les T,' étant tous nuis, les composantes tangentielles 
V des forces élastiques sont milles sur toute la surface, n° 64. 
Toutes ces conditions devaient être satisfaites pour que le 
mouvement vibratoire pût s’établir et persister ap milieu 
de l’air, dans la lame considérée. Les N,- n’exi^MK que 

du . . / . \ ^ . » ■. 

jar — , contiennent sin(2y -)-i) tt- en lacteor; 

'sufie que sur les faces x = o, x = a qui 
JtÉmè , les forces élastiques sont nullés, là même 
vi^çt^ons ont la plus grande amplitude. Aù ' cont^fre, 
yiOj^lpmeni aux faces latérales, les déplacements sofit 
nuis, tandis cjue les forces élastiques existent et yarientl Le 
paramétré circulaire de t donne 





(7) 


^ X = (ay -t- i) 


a 




pour la mesure du son; le nombre des noeuds s'obtient en 

posant cos (ay -4- i) tr - = o, et est ay -4- i ; tous les sons 

que la lame peut produire forment la série i, 3, 5, ... dont 
la base est 


(è) 


rt-r*. 


a 


Si les deux extrémités de la lame sont fixes, l'éiat vibra- 
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toire sera représenté par une intégrale particulière de la 
forme 

/ . . . X . iir 

(q) tt = sinijr - COS/k — » 

a a , , 

< 

i étant un entier quelconque. En effet, cette valeur vériCe 
l’équation (5), s’évanouit, quel que soit t, pour x = o, 
pour X = a, et, les T,- étant nuis partout, les composantes 
tangentielles des forces élastiques sont milles sur toute la 
surface de la lame. La eomposante N, a pour expression 


/tt 

X 

£it 

— 

cos/w — 

cos/ TT 

a 

a 

a 


*> > 
S 


aux extrémités a: = o, x = a, qui sont fixes, cette compo- 
sante existe et varie périodiquement; elle mesure la pres- 
sionAariable exercée sur les obstacles qui assurent la fixité 
de4a lamé. Le paramètre circulaire de t donne '*• - 


3Î,' =»■ 


n 


•« 


S S' K 

ip!^^amësurc du son ; le nombre des nœuds interns^iaircs 
Lornspontanés est i — i ; tous les sons que peut produô« la? 
lame encastiée composent la série complète i , a, •• 

dont la base eàt encore n (8). 


71. Vibrations transversales. — Considérons mainte- 
nant les vibrations transversales de la même lame, prenons 
celles qui pourraient avoir lieu quand la fonction w existe 
seule; l’équation k vérifier, et qui correspond à la se- 
conde (4)t est alors 


■ d’uf (d^tv d^tv\ 

lO^ — — ^ zrr 0#* I -f- ' ' I • a 

' \dx^ dy^ j ^ 

Dans le cas le plus général, cette équation est identique, au 
coefficient près, avec celle des petits mouvements transver- 


it 
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i6n 

'Y ~ t '' 

sâux de la membrauc roc-ta^j^airîp; elle poui^t couduire 
' là tn6inc disrussion,. et conséquemment aux mêmes séries 
de s6ns si^Ilpiiés, si'^ cq^ur de la lasne était fixej ^ 

(e peut vibrei^^insi , lorsque les deux, faces 
a = c ne sont en contact qu’avec l’air; car t/, v 
étant nuis et tv indépendant de z, les composantes T, 
Tj^W, de la force élastique exereée sur ces deux laces 

. f/iv div * , . 

ont pour expression fi — » o; CÆSt-a-dire que cette 

force élastique y serait tangentielle, ce qui ne saurait 

être, n°6t ; il faudrait donc que ^ fussent nuis, et cela 

^ dx dy 

quelles que soient les variables mais alors w serait 

nul aussi, et il n’y aurait pas de mouvement. Les vibrations 
transversales de la lame rectangulaire, que l’on voit naître 
et persister dans l’air, ne peuvent donc avoir lieu avec la 
seule composante w du déplacement, et ne sauraient être 
représentées Jar l’équation (lo). Mais elles peuvent être 
produites quand la fonction u existe en même temps que w, 
la fonction v étant seule nulle; cherclions à quelles con- 
ditions. 

Les équations à vérifier sont alors, v'’étliht zéro, 



^dz.~ 

fin 

\ dx d . 


a]. 

I dw . I 

dzf f/’te I 

. dx A ' 



e, a étant une nouvelle fonction, 

da. ,d oc 

(V = 

l “ 


i 
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ce qui réduit ^les deux autres à celle-ci : 

Il faut que les forces élastiques'soient normales suries ihd‘ 
faces; d’après les valeurs (12), les T,- sont 

(- 4 ) = 

lisseront nuis, et l’équation (i 3 ) sera satisfaite, si l’on 
prend pour a une fonction qui vérifie les trois équations 


-.J 


d^a 

dzdy' 


, -, da. rf’a rf’a 

Ty=^' ^ = 


rf’a . rf*a 

= a w’ • 

dt' rfi» 


Telle sera, par exemple, l’intégrale particulière 

(16) a = c cosmxcoswz cosOTtw V^> * 

où le paramètre m est quelconque, où t rù^irésente une * 
amplitude, et qui donne 


(* 7 ) 


U = mt cosmxsinmz cosmfu 
w — »is sin»»x cosme cos/n/u 


Si les deux cxtrémilés de la lame sont posées ^sur dçs 
supports, en sorte que^leur déplacement normal soit im- 
^ssible, il faut que w y soit nul; ce qui exige que le para- 
mètre m ait pour valeur ‘ . i i” 




/TT 

W = — , 

• ' a 




K #» 


I étant un entier quelconque. Le paramètre circulaire de t 
donne alors, pour la durée E des viljjrâtioiis, et pour la 
mesure X du son. ’** 


■ ! \ ITf - - „ . M 

Od*) V — GwV2=3»t, -X = f— p; 




h 


K 
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le nombre des noeuds spontanés est i — i ; enGn, les sons 
que la lame peut produire, dans ces circonstances, com- 
posent la série complète i, a, 3 , 4 « S, — i dont la base est 

(ao) /!== rr • 

Tous les états vibratoires compris dans les formules (i^) 
ont cette propriété remarquable, que les forces élastiques 
principales sont, toujours et partout, parallèles aux côtés 
de la lame. De là résulte que ces mêmes formules exprime- 
ront les états vibratoires de la moitié de la lame, cette moi- 
tié étant encastrée à l’origine des coordonnées et libre à 
son autre extrémité, pourvu que l’on donne à l’entier i une 
valeur impaire, afin que le milieu de la lame entière soit 
un ventre de vibration. En efl'et, puisque la section droite, 
faite en ce milieu, n’est sollicitée que par des forces élas- 
tiques normales, les réactions de l’air se substitueront aux 
actions supprimées, lorsque cette section deviendra libre. 

Les sons que peut produire une lame de longueur^» encas- 
trée par un bout, libre à l’autre, et vibrant transversale- 
ment, sont donc donnés par la formule 

I 

jL' = {2j-h t)— 7 t; 

a V'2 

ils composent la série impaire i, 3 , 5 ,...., dont la base est 
encore n (20). 

Considérons, dans la lame entière, l'état vibratoire le 
plus simple, celui dont le son est n (20), ou pour lequel 
t = 1 . Si Lou fait t égal à C, ou à un multiple de cette du- 
rée, on aura 


nt X . Z 

a = — cos TT “ siiiTr — î 

a a a 

7T« . j: z 

(%’ =z sinTT - COS jr 

a a a 
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pour représenter les déplacements au commencement de 
cliaque vibration ; d’où l’on déduirait la forme de la lame à 
celte époque, foi-me qu’elle atteint ou dont elle part sans 
vitesse acquise. On peut supposer que le plan des xj soit 
placé h égale distance des deux faces de la lame, ou au mi-^ 
lieu de l’épaisseur; celte supposition revient à ajouter une 
constante à l’arc mz, dans les formules (17), ce qui n’al- 
tère en rien toutes les conclusions qui précèdent. La valeur 
de U (21) change de signe avec z; d’où il suit que, dans 
l’état actuel, une moitié des filets, parallèles à la longueur, 
est dilatée, l’autre contractée. Les filets situés sur le nou- 
veau plan defhjy ont conservé leur longueur; ce sont au- 
tant d’axes neutres. Le plus grand alIon^@kent, ou la plus 

"*■ 3 ^ ' c 

grande contraction, a lieu sur les faces -> et pour 

les points de l’extrémité x= a; sa valeur est — sintr-^, 

’ a 2<j 

ou simplement — si l’épaisseur c est très-petite, compa- 
rée à la longueur a. La flèche est égale à la valeur de (21), 

. , . tt , ici 

qui correspond a Z =0, x=-< sa valeur est — • 

72 . Vibrations tournantes. — Substituons, dans l’in- 
tégrale particulière (16), le sinus de l’arc mx au cosinus du 
même arc, et prenons l’entier i impair; nous aurons les 
valeurs 

U — tnt sin mx sin/i/z cos mta \fô., 

tv x= m scosmx coimzcosnita ^2, //i = (2_/-t- l)-» 

a 

pour représenter les vibrations d’une lame rectangulaire, 
libre à ses deux extrémités et pincée en son milieu. Ces 
formules ayant lieu quels que soient les rapports de gran- 
deur des dimensions de la lame, on peut supposer que h 
est la longueur et a la largeur, c étant toujours l’épaisseur. 
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Alors, si l'on fait j=i, les formules (aa) reproduiront 
l’état vibratoire que Savart appelait vibration tournante, 
et qui donne lieu à une seule ligne nodale parallèle à la 
longueur; le son correspondant est n (20), mais ici a re- 
présente la largeur de la lame. 


73 . Vibrations composées . — On sait qu’une lame de 
verre, pincée en son milieu, et que l’on frappe à l’une de 
ses extrémités, de manière à la faire vibrer longitudinale- 
ment, exécute en même temps des vibrations transversales, 
dont l’existence se manifeste par des lignes nodales, que le 
sable dessine sur les faces latérales. Ces vibrations transver- 
sales sont nécessairement comprises dans les formules (aa); 
mais il faut donner alors au paramètre m une valeur telle, 
que le son soit le même que celui des vibrations longitudi- 
nales coexistantes; c’est-à-dire qu’il faudra prendre m de 
telle sorte que les paramètres circulaires de /, dans les for- 
mules (6) et (aa), soient égaux; d’où 

(a 3 ). = (2y-i-i)^-î^ = (2;-l- i)^^- 

û hàs! 2 ^ Y 


2(i 


»V a 


2(i 


Puisque toutes les sections droites de la lame, vibrant 
transversalement, ne sont sollicitées que par des forces 
élastiques normales, la position des sections libres, relati- 
vement aux nœuds tracés, est tout à fait indillérente. Le 
nombre des nœuds dépend de 7, et tout porte à penser que 
le son qui se produit alors n’est pas le plus grave de la sé- 
rie impaire 1, 3 , 5 ,..., appartenant aux vibrations longi- 
tudinales. 

Ou voit que tous les genres de vibration connus des 
lames rectangulaires trouvent leurs lois précises, et leur 
explication complète, dans une application très-simple de 
la théorie mathématique de l’élasticité. Mais cette théorie 
indi(|ue en même temps que tous les états vibratoires, étu- 
diés par l’expérience, ne sont qu’en très-petit nombre, 
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comparés à tous ceux qui peuvent ou doivent exister dans 
les prismes solides rectangles, et qui, produisant des'sur-, 
faces nodales intérieures, ne donnent aucune prise au phy- 
sicien pour constater leur existence. II ne sera pas inutile 
de donner ici quelques-une$ des lois de ces états vibratoires 
inconnus, et qui existent dans le monde moléculaire dont ^ 
nous n’apercevons encore que la surface. 

74. États vibratoires de la première classe. — Plaçons 
le prisme rectangle comme nous l’avons fait au n° 66 de la 
Leçon précédente, et adoptons les notations du n° 65. Re- 
portons-nous ensuite au classement général des mouve- 
ments vibratoires que nous avons faits dans la onzième 
Leçon. Les états vibratoires de la première classe, ceux 
dont la périodicité dépend de fî, sont régis par les formules 
du n° 61. Pour le prisme rectangle, on peut prendre la 
fonction F égale à l’intégrale particulière 


, ,, I F = — CC'C"r = -U, 

(24) { 

I r=c0S7f, u=CC'C"r, 
où le paramètre circulaire de t est 

( k = y'/«' 



c 


d’où l’on conclut, pour u, v, iv, 

(26) u = mSC'C"r, vz=nCS'C"T, w=lCC'S"r, 9 = ^’U, 


et, pour les N,-, T,, n" 26, les valeurs 

/ N| = IX/’ -t- a uffî’) U, = 

l ap 

(a'j) / Nj = (X -I- 2ft n’)U, — — 

I N,=:(XX^4-2fl /’)U, — = 

\ 2^ 


— n/CS'S"r, 
— /mSC'S"r, 

— m«SS'C"r. 
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Qu’oil SC rappelle maintenant que S„, S't, S’ sont nuis, et 


que le tableau 



r‘ 

. \ 

1 N., T„ 

T„ 

. U^) 


T,, 


( T., , T., 

N,, 


donne les composantes des forces élastiques exercées sur 
les éléments-plans respectivement perpendiculaires aux 


x,f, Z. 

On reconnaîtra que, lors d’un état vibratoire représenté 
par les fonctions u, v, w (26) : 1“ les faces du prisme 
rectangle ne sont sollicitées t(ue. par des forces élastiques 
normales, puisque le» composantes tangentielles ( 27) ysont 
milles; 2" les molécules de la surface vibrent sur les faces 
mêmes, lesquelles n’éprouvent ni déformation, ni déplace- 
ment normal, puisque 11 = 0 pour x = ^ a, e = 0 pour 
J' = qz IV = o pour z =::p c ; 3 “ enfin , la dilatation 6, 
quoique variable périodiquement en cba(|ue point inté- 
rieur, a des signes et des valeurs telles, dans les difl'é- 
reiites parties, que le volume du prisme reste invariable, 
puisque 

/ I / U dzdydx =; o. 

«/ — fl %/— h c 


Ainsi, lors de tout état vibratoire compris dans les va- 
leurs (26), le prisme rectangle ne manifeste absolument 
aueune déformation extérieure, quelque grande que soit 
son agitation intérieure; et si quebjue fluide, gazeux ou 
autre, réagit sur la surface, de manière à détruire les forces 
élastiques, normales et périodiques, qui la sollicitent, le 
mouvement intérieur persistera. 

Dans cet état vibratoire, le son a pour mesure — , ou ^ 



r 
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Tous les sons analogues, à l'unisson desquels le pnsme pciif - 
vibrer, formeront autant de séries ^complètes qu’il pi-iA 
exister de groupes de trois nombres i" premiers eutte^ 
eux, si n, b. c et les carrés a*, A*, ç’ sont incouimcnsurA- •'* . 
blés; le partage se ferait d’une autre manière dMs cliaque\ , 
genre de-commensurabilité. Le son le plus grave aura " 
pour i = i' = i'' = I , et sera 


a iiea^^ • 



Si les dimensions an, a6, ac du parai lélipipède étaient 
très-petites, inappréciables même, sans que le prisme per- 
dit les propriétés d’un- corps solide, ce nombre «, le plus 
petitde tous les nombres X, atteindrait une valeurénorme, 
vu la grandeur habituelle de la vitesse de propagation fl. 

75. États vibratoires de la seconde classe. — Les états 
vibratoires de la seconde classe, ceux dont la périodicité 
dépend de o>), et qui ont lieu sans que la densité change en 
chaque point, sont régis par les formules du 11 ° 62. Pour 
le prisme rectangl<3, on peut prendre les fonctions ^ 
égales aux intégrales particulières 


(29) |=/>cs's"r', » = 7SC'S"'r', î=rSS'C"r', r'=cos7'r, 


où p,- r sont des constantes quelconques, et où le para- 


mètre y' est 


,-'ï ,"i 

(3«) y’ = w ^/«/> _ H- — + 

^’où l’on conclut, pour «, v, -w. 


i « = PSC'C"r', i.=rQcs'c"r', «- = RCC'S''r', <T=n, 

I ) ; ■ 

P = Iq — nr, Q = itir — /p, np — mq\ , 


(3.)j 
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cs's"r'. 


— = /RCC'C'r', ïi = _ („p -f- wQ)SS'C"r'. 

2ll n ' 


Or, oa reconnaîtra que tout état vibratoire, défini par les 
valeurs ( 3 i), présente les mêmes propriétés et conduit aux 
mêmes conclusions que celui défini par les valeurs (26); 
propriétés et conclusions qui sont énoncées au paragraphe 
précédent, avec cette diirérence qu’ici la dilatation 0 est 
nulle, partout et à toute époque. Les sons correspondant à 
tous les états vibratoires, compris dans les valeurs (3t), 
composent autant de séries que ceux compris dans les va- 
leurs (26)5 ils ont pour expression générale 



le plus grave de tous est 



et, lors de l’extrême petitesse du parallélipipède, ce plus 
petit nombre n' aura encore une énorme valeur. 


76 . Généralisation. — Les valeurs (26) et ( 3 i) ne 
s’appliquent pas seulement au parallélipipède que nous 
avons considéré ; par le jeu habituel des fonctions pério- 
diques, elles expriment les mouvements généraux <^’un 
espace indéfini dans tous les sens, divisé en concamératioiîs 
prismatiques égales, qui vibrent à l’unisson, et avec des 
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phases alternantes telles, qu’elles assignent le même mouve- 
ment aux molécules de leurs, surfaces de séparation. Dé- 
coupons, par la pensée, dans cet espace iiiGni, un corps 
dont la surface ne comprenne que des faces des prismes 
élémentaires. Si ce corps est entouré d’un Guide, qui 
apporte ou exerce des réactions, normales et périodiques, 
sur les facettes de sa surface, toutes les concamérations 
qui le composent entreront en vibrations concordantes; il 
y aura’ autant d'états vibratoires possibles que les for- 
mules (26) et ( 3 i) en peuvent représenter; ces états vibra- 
toires seront de deux classes distinctes, les uns dont la 
périodicité dépendra de fl, les autres de u; pour la première 
classe, comme pour la seconde, le volume total du corps 
restera invariable. En un mot, ces deux genres de mouve- 
ments sont aussi généraux l’un que l’autre, ils ont des pro- 
priétés communes, et ne diffèrent que par quelques points, 
établissant leurs caractères distinctifs. Ne sont-ils qu’une 
preuve de plus de la fécondité de l’analyse mathématique? 
ou existent-ils réellement dans la nature? Â cette question, 
nous nous dispensons de répondre. 
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LEÇON. 

Equations ('cn^rales en coordonnées semi-polaires ou cylin- 
driques. — Équili^Mé torsion d’un cylindre. — Équilibre d'élasticité 
d’une enveloppe cyliiÆriquc. — Vibrations des tiges. 




77. Equations de l'élasticité en coordonnées semi-po- 
laires. — Lorsqu’on se propose d’étudier par l’analTse les 
elFets de l’élaslicité dans les solides limités par des surfaces 
courbes, les coordonnées rectilignes ordinaires se prêtent 
difficilement à cette étude, à cause de la complication des 
équations de condition. Il est toujours préférable d’employer 
un genre de cwrdonnées curvilignes tel, que chaque partie 
de la surface du corps soit exprimée par une valeur con- 
stante de l’une de ces coordonnées. Mais alors il devient 
nécessaire de transformer les équations aux différences par- 
tielles, qui régissent les projections du déplacement molé- 
culaire, et les forces élastiques intérieures. Nous allons 
donner, dans cette Leçon, un premier exemple de cette 
transformation. Il s’agit des solides de forme cylindrique, 
ou des enveloppes dont les parois sont deux cylindres droits 
ayant le même axe. Les trois systèmes de surfaces coor- 
données sont alors : les cylindres concentriques, les plans 
méridiens menés par l’axe, et les plans parallèles à la base. 
Les coordonnées d’un point M sont : sa distance ;• à l’axe, 
l’angle azimutal (p que ce rayon fait avec un plan méridien 
fixe, et la distance z du point M à la base du système cy- 
lindrique. 

Nous représentons par U, V, W les projections du dé- 
placement de M, sur les normales aux trois surffice.s coor- 
données qui y passent, savoir : U sur le prolongement du 
rayon/’, V sur la perpendiculaire au méridien fj W sur la 


I 8o LEÇONS 

parallèle à l’axe. Les trois normales, ainsi définies, sont 
orthogonales, et figurent respectivement trois nouveaux 
axes des z', dont l’origine est M. Rous désignons 

par R,-, 4>,-, Z,- les composantes, suivant les mêmes nor- 
males, de la force élastique exercée en M sur l’élément>plan 
d’une des surfaces coordonnées, en prenant l’indice f= i, 
quand l’élépient est tangent au cylindre; l’indice i= a, 
quand l'élfoent est sur le méridien ; l’indice i = 3, quand 
l’élément est parallèle à la base. Les composantes R/ , <]>,' , Z,- 
ne sont autres que les Nî- , Tî , relatifs aux z' ; c’est- 

à-dire qu’on a 



Enfin, nous représentons par Ro, , Z, les composantes, 
sur les nouveaux axes, des résultantes des forces extérieures, 

. , f jv . rf’U d^W 

dt' dt^ dt‘‘ 

si le corps se déforme, ou vibre. 

Nous supposons que la base et l’axe du système cylin- 
drique soient l’ancien plan des xy et l’ancien axe des z ; que 
le méridien fixe = o soit l’ancien plan des zx. D’après 
cela, si l’on désigne, pour simplifier, cos y et siniy par c et 5 , 
on trouve facilement les cosinus des angles que font, avec 
les axes des x, y, z, les nouvelles lignes des x', y' ^ z' \ 
ces cosinus sont c, j, o pour x' ou r; — j , c, o pour y* ; 
o, O, 1 pour z', qui est le même que l’ancien z. Par ces 
valeurs, les formules de transformation, qui lient les an- 
ciennes coordonnées' X, y, z aux nouvelles r, (y, z, et les 
anciennes projections du déplacement n, p, w aux nou- 
velles ü, V, W, sont 

x = rc, y = rs, z='z; r= -t- j"’ , tang(()=:-; 

> * 

, u=cU — iV, p=:jU-l-fV; 
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et la driTércnliatioii en déduit facilement 


i8i 


( 3 ) 


dr 

dx 

d. 


dx ^ dr 


dr 

- Ty=‘^ 
d. s d. 


(1^ 

dx 

d, 

dy 


d^ 


s 

r] dy- 


d.' 
' dr 


c <1. 
r d^ ^ 


ces deux dernières équations sont symboliques et expriment 
comment les dérivées en xetjr d’une fonction se transfor- 
ment dans ces dérivées en r et la dérivée en z reste la 
même. 

Il faut distinguer, parmi les équations que nous voulons 
transformer, celles qui établissent l’équilibre d’un élément 
du corps sous l’action des forces élastiques, et celles qui 
expriment ces forces élastiques à l’aide des projections du 
déplacement moléculaire. Les premières sont essentielles et 
générales, elles ont toujours lieu, que l’homogénéité existe 
ou non, et quelle que soit sa nature; les secondes n’appar- 
tiennent qu'aux corps homogènes et d’élasticité constante. 
Or, au lieu de transformer les premières par les procédés 
^ habituels, il est plus simple d’obtenir les équations qui pro- 
viendraient de cette transformation, en cherchant'direc- 
tement l’équilibre d’un élément de volume, dans le nouveau 
système coordonné. L’élément de volume des coordonnées 
semi-polaires est 

(4) a XX dr.rdif.dz. 

Il est compris entre deux cylindres de rayons r, r + dr, 
deux méridiens d’azimuts 9>, 9-+- d(f, et deux plans paral- 
lèles à la base, élevés de 2, z -f- dz. Désignons respec- 
tivement par R, R'; d>, 4 >';Z, Z' les trois couples, des 
faces cylindriques, méridiennes et basiques, de cet élément. 
Pour exprimer son équilibre, il faut évaluer, pour les 
égaler séparément à zéro, les trois sommes ZX, ZY, ZZ 
des composantes, suivant les axes des x, y, z, des forces 
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élastiques qui s’exercent sur les six faces,, et des forces 
jOwRo, pw^8> pwZo qui sollicitent la masse pw. 

Ces sommations u’offrent aucune difficulté, puisque l’on 
connaît les aires des faces, et les cosinus des angles que 
toutes les forces font avec les anciens axes. Dans le cours de 
l'opération, quand on a obtenu les termes fournis, à l’une 
des trois sommes cherchées, par la face A, 4>, ou Z, on 
augmente chacun d’eux de sa diflerentiellc prise par rapport 
à r, (f, ou 2 et l’on change le signe, ce qui donne les termes 
que la face R', 4»', ou Z' fournit à la même somme; 
et il ne reste, aprèà réduction, que les différentielles des 
premiers termes. Par exemple, parmi les termes que la 
face R donne à se trouve — cR,r<iy<ir ; le terme corres-' 

pondant fourni par la face R' est c ^R,r+ rfip dz, 

et il ï|e reste que c^r ^^4- Rjj drdc^dz. De môme, parmi 

les termes que la face d* donne à la même somme SX, sc , 
treize. -f- s 4>, drdz ; le terme correspondant fourni par la 

face 4>' est — d<f^ drdz^ et il ne reste que r 

— 

Des trois équations obtenues, en égalant à zéro les trois 
sommes trouvées que l’on divise par w (4), les deux pre- 
mières contiennent à la fois pRg et p4>o; on en déduit faci- 
lement deux autres équations on ces termes sont isolés, et, 
disji'ayant les forces d’inertie, on a déGnitivement 


(5) 


tir 

<lr 

d'I, 

tir 


I dR. 

r 

I 

r dtù 
1 dli-i 
r 


4 - 


dK, 

dz 

dz 

r/c 


Ri — 4>, 


‘^l R, 






• p'l'( 


-t- — P Z, — P 


dt' 

^~dp' 
dn\ 

dl‘ ' 
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Ces trois équations, dans lesquelles 

( 6 ) 4*3 “ Z] , Z I zz: R, , R, “ <I> I , 

d’après les valeurs (i), ou par l’annulation des moments, . 
sont les équations générales de l’élasticité, exprimées en 
coordonnées semi-polaires, ou cylindriques. 

On y remarquera la présence des termes 

Ri — *1*1 d’i -f“ R J ^1 


où les forces élastiques entrent intégralement; ce qui lient 
. A la forme de l’élément w, lequel n’est pas un parallélipipède 
rectangle : car les faces R et R' sont réellement inégales, et 
les normales aux deux faces et 4*' ne sont pas réellement 
parallèles. Ces différences essentielles se traduisent, en ana- 
lyse, par la présence des facteurs /■, c ou s sous .Jes^|i||ims 
de la différentielle en r et-o, que l’on ajoute .à chaque, lefme 
îourui, lors des sommations indiquées, par la faéè R, 

Z, pour obtenir le terme correspondant, donné « 
Vace R', 4>', ou Z'. 't? ' 

J . ‘ ^ . 

•f 78. Formules relatives aux cylinrlres homogènes VPe- 
lasticité constante.^ — Il faut avoir recours aux procédés 
habituels de transformation pour obtenir les composan- 
tes R,, 4>;, Z,-, exprimées par les dérivées en r, z des fonc- 
tions ü, V, W. A l’aide des relations ( 2 ) et (3), on obtient 

les ^ j - ’ ■ ' ■ ’ — \ en fonctions linéaires des nouvelles dérivées. 

<l (x, y, z) . • 

Ces valeurs, substituées dans les formules (i), n" 26, qui 
appartiennent aux solides homogènes et d’élasticité con- 
stante, donnent les N,-, T,-. Enfin, les relations (i i), n“ 18, 
où l’on substitue les cosinus évalués au n“ 77, conduisent 
aux ÎNÎ, Tî (i), ou aux R,-, 4>,, Z, que l’on cherche. Cette 
opération est abrégée par l’introduction des sinus et cosinus 
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Je l'arc a (ji, et par des artifices de calcul faciles à imaginer *, 
elle conduit aux valeurs 


drM 


(7) 


|R,=:a 8 + 2 ^— , 


I rfV rfW 
r rf(ji dz' 
tdW 
Hz '*■ 


I dVi 

r d^ J 




<>, = Z, = (t ^ 

/U ^ d\\ ^ „ /rfW rfU\ 

= + Z, = R, = ^(^_ + — j, 

, , „ rfW „ / 1 rfU rfV V \ 

Z, = X9 + 2 ;a— , = + 


et constate encore une fois les relations (6). 

Lorsque l’on substitue les valeurs ( 7 ) dans les équ^-ia' 
tions (5), celles-ci perdent de leur généralité, et ne sont ^ 
plus applicables qu’aux solides homogènes et d’élasticité 
constante. On peut alors les mettre sous la forme 



en posant, pour simplifier, 


(9) 


dV 

1 rfW 

dz 

II 

t k 

dVf 

rfU _ 

dr 

dz ~~ 

I dV 

dV 

r d<^ 

dr 


Les formules différientielles (3) établissent sans peine que le 

paramètre dincrentiel du secoud ordre AVu -r-^ 4- -r-^ 4 

dx^ dy^ ** f/z’ 


Dkiiii7fid \ 



U 

U 
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. d'. I d. 

-p~^7d? 


I f/’. dK ■'» 

d<t’ di- 


f • est exprimé par 

«iî*- ~ 

en clijW semi-polaires. Dans le cas général adopté,' 

n® 2(j,' la’ composante dei forces extérieures, suivant une 
mrection donnée, est la dérivée, prise dans cette direction ^ 
même, d’une fonction F dont le A* est nul, en sorte que 
l’on a 

, , „ I rfF ^ rfF 

(il) R, — —5 Zo = -j-, 

dr r (/y dz 


et puisque A’ F = o, il s’ensuit 


I rfrR, 
r dr 


I 

r f/y 


dz 


D’après cette relation (la), si l’on ajoute les trois équa- 
tions (8), après les avoir respectivement multipliées par 
des facteurs tels, puis différentiées de telle manière, que 

le second membre de la somme soit o » 0 avant la va- 

-• ‘ j/f' •' 

leur (7), on retrouve, en renversant, 

\ 

rf ’0 

(> 3 ) — 

ce qui devait être, puisque cette équation exprime une 
propriété générale de la fonction 0 , complètement indépen- 
dante dirsystème de coordonnées que l’on emploie. On trou-,'” ~ 
vera facilement quels termes parlicuHcrs Uo, Vo, Wj doi- 
veiit entre| dans les valeurs intégralQs des U, V, W, pour 
faire di^ai^a^rqj|fa[|||M (8) les termes en Rd, 4 >,, Zo ; 

et l’on*- |re abstraction de ces forces extérieures 

quand U^îgû:5i,d’étudicr les effets de l’élasticité provenant 
d’autres causes, n"’ 2(j et 28 . - . 

V. . -r. 


■ bigiti^ed by Google 



t 

iat 


1 86 LEÇONS 

Telles sont lés équations et les formules de l’élasticité, 
transformées en coordonnées semi-polaires, et dircç 
applicables aux solides de forme cylindrique. Elles 
pas précisément nécessaires aux questions très-siufuA et 
en petit nombre que nous allons traiter; quelquéQBiis- 
forinations particulières et faciles’ eussent suffi. Mais nous 
avons pensé qu’il était titile d’établir ces nouvelles équations 
dans toute leur généralité, pour faciliter des recherches plus 
difficiles, où leur emploi serait indispensable. Quelquefois, 
dans les travaux de Physique mathématique, on abandonne 
une idée accessoire et qui mériterait d’être poursuivie, parce 
que l’on n’a -pas à sa disposition les relations analytiques 
nécessaires, et que leur recherche, exigeant trop de temps, 
ferait perdre de vue l’idée principale. C’est alors que l’im- 
patience peut conduire à l’erreur : si. pour aller plus vite, 
on considère l’élémênt des coordonnées semi-polaires 
comme un parallélipipède rectangle, et si, se fondant sur 
une analyse spécieuse, ou évalue les R,-, •!>,■, Z,- au moyen 

des N, , T,, en v remplaçant simplement les ^ | ] 

par les , on a ainsi, et rapidement, des for- 

d ( dr, rdtf,dz) 

mules fausses. 


7!). Équilibre de torsion d'un cylindre. — Considé- 
rons ré(]uilibre d’élasticité d’une lige cylindrique, verticale 
et tordue. Nous supposerons que la lige soit fixée à son 
^ extrémité supérieure, prise pour la base, que son axe ver- 
Vtic^'soijt dirigé de haut en bas et que la torsion ait lieu de 
droi]^ .à gauche. On peut prendre pour les projections du 
déplacêlneal ' » ^ h 

- (i4) U=;o, V = arz, W = o; ^ 

. f 

la constante a représente l’angle de torsion-; nî’i^ângle(^, 
ni le temps t ii’entreiii dans ces valeurs; on fait abstraction 
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des Ro, ‘l’oj Zoi les formules (7) donnent 



et les équations ( 5 ) sont vériBées. Ainsi, toutes les surlaces 
cylindriques intérieures, et aussi la surface de la tige, ne 
sont sollicitées par aucune force élastique; les faces méri- 
diennes et basiques de tout élément de volume co sont solli- 
citées par des forces élastiques tangentielles, dirigées paral- 
lèlement à l’axe pour les premières, suivant la tangente au 
cyliudre /'pour les secondes. 

L’équation (1 2) du 11° 22 sc réduit à A* — T*A = o;les 
trois forces élastiques principales sont donc o, — T, -f- T; ■ 
on obtient leurs directions en substituant successivement 
ces valeurs avec lesNÎ, Tî (i 5 ) dans Tes équations (10) du 
n° 22, et rapportant les cosinus m, n, p aux lignes 
x', y, z', définies plus haut, n“ 77 . La valeur A = 0 
donnep = 0, n = 0, m = j, ou la direction d’e r; c’est- 
à-dire que toutes les forces élastiques sont dirigées dans un 
même plan, tangent au cylindre r. La valeur A = — T 
donne n-\-p = o, c’est-à-dire que Lélémout-plan sur 
lequel s’exerce la pression normale — T a pour équation 
y — z' = o, passe par le rayon r, et s’élève dans le senstiu ■ 
déplacement V, sur un angle de 45 degrés avec l’horizon, L^^; 
valeur A = -(-Tdoune« — p = 0, c’est-à-dire que.rj^^^-*' 
ment- plan sur lequel s’exerce la traction normale 
pour équal^n passe par le rayon r, ef s' 4 - 

baisse sotis “iln .angle de 45 degrés avec l’horizon. 

Dans le',c’as‘’*ctn*l, la relation (6), n“ 32 , qui constitue 
le théorème de (slapeyron, conduit ' d’une manière très- 
simple à la valeur de l’angle de torsion a. -En ellèt, le 
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premier membre de cette^relation est, ici, ZFr«c ou aM, 
M étant le ntoment total des efiforts qui ont produit la tor- 
sion ; le second membre est ’ « » 




Ici, F est nul, et G se réduit à — a*a*r*; l’intégrale 
devient 

étendue à toute la tige dont la longueur est l et le rayon R, 
elle donne 

^ R* 

(ia’ • • a TT. /. 

La relation citée se réduit donc à 


2 M 

valeur qui reproduit les lois connues de l’angle de torsion. 

80 . Équilibre rf élasticité d'une enveloppe cy lindrique. 
— Nous allons étudier maintenant l’équilibre d’élasticité 
d’uue enveloppe solide cylindrique, dont la paroi intérieure, 
de rayon R, soit soumise à une pression constante — P, et 
domt la paroi extérieure, de rayon R', soit soumise^ à une 
autre pression — P'. Nous supposerons P plus grand que P', 
'.*et®^tfellenicut que R*P — R"P' soit positif. Le cylindre 
cSV formé par des fonds, plats ou courbes, soumis aux 
mémos pressions, et ajustés de telle sorte, que l’enveloppe 
cylindrique éprouve une traction F pariallèle^à l’axe, et de 
môme intensité sur toute l'étendue d’une section droite 
annulaire; cette condition établit l’équation 


(:r R" — bR>) F = P . jrR= — P' .* R'=, 
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d’où 
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« «k 

„ R=P — R'’P' 
“ R'» — IV 
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Dans ces circonstances, V = o, U et W sont indépendants 
dte et de f ; de ce que les composantes tangentielles des for- 
ces élastiques sont essentiellement nullcs sur les parois, il 
suit que U est indépendant de z, et W de r. Les valeurs (7) 
• deviennent 


(•7) 


„ „ , /U flW\ 

„ ,u , fdv <iyy\ 

.l..=(> + 2p)--I-X(^— -t-— j, 

, /f/U u\ 

= -j, 

<I>, =Z, = o, Z, = R, = o, R, = ♦, =0. 


Enfin, des équations ( 5 ), où l’on fait abstraction des 
Ro , d>, , Z, , la seconde est identique ; la troisième donne 


d’où 


rfZ, 

dz 


dz' 


(. 8 ) 

la première devient 

rfRi 

dr 


W = czi 
Ri — '»*» 


et, par les valeurs (17), se réduit à 


d’où 

(' 9 ) 


I rfU _U _ 
dr' r dr r' ’ 


U: 


c, a, b sont trois constantes. 
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Les formes nécessaires des fonctions W (i8) et U (ig) 
étant maintenant connues , les forccs^élastiques principales 
(17) et la dilatation G sont 


R, — 2 (À - 1 - (i) fl — 2 (x — -t- ).c 


I I , . » t/ 

j 4>, =; 2 (X + (i) fl -f 2 (i — -t- 

' Zj := (X + 2_it)c + 2Xfl, 0=r2fl-(-c. 

Or, Zs doit être égal à F, R, doit devenir — P pour r = R, 
et — P' pour R'; ce qui établit entre «, £>, c lés trois 
équations 

^ R’P-R'^P' 

(>-t-2p)c + 2Xfl= — 


; (X -I- (i) fl — ^ + Xc = — P, 


2(X + (r)fl-^ +Xc=-P', 


qui donnent facilement 


f.— R“R"(P— P') 

' ~ T(i(R'= — ivj ’ 

_ I R’P — R'>P' 
- 3X -I- 2[x. "IT'i — R“ ’ 
3 R’P— R'’P' 

3X -h 2^ “ R'’ — RI ’ 


d’où l’on conclut que l’enveloppe est uniformément dilatée 
dans toute son étendue. Avec ces valeurs (21), ‘l’j devient 

R’P — R'M»' R'R"(P — P') 

• — 1 î ’ • 


R' ’ — R’ 


(R'’— R’I ’ 


c’est-à-dire que la section méridienne ou diamétrale de 
l’enveloppe éprouve une traction normale, variable, et 
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fioul le maximum, qui a lieu vers la paroi intérieure, 
est 

(22) 


R’P — R'>P' + R'MP— P') 


♦ 


R'^ 


R» 


*Si l’on donne à A la valeur limite que la traction maxima 
ne saurait dépasser, sans faire craindre une altération per- 
manente, la relation ( 22) conduit ri 


(23) 




-I-2P' — P 




1 . 

pour la moindre valeur que l’ou puisse donner au rapport — • 

Cette valeur indique que, si la pression intérieure égale ou 
surpasse la limite A augmentée du double de la pression 
extérieure, l’enveloppe s’altérera inévitablement. Posons 


(24) 


R'::=R(l -t-, 


P' 


A -I- P 


eR donnera l’épaisseur de l’enveloppe; dans la pratique, 
P — P' est la pression effective, et son rapport £ à A -f- P 
est ordinairement une très-petite fraction; alors l’équa- 
tion (23) SC réduit à 

__ I 

1 + e — ( I — 2 s ) ^ I -f- £ , 

OU bien ) 

(a5) e — t, 

formule d’une simplicité extrême, et certainement plus 
exacte que toutes les formules empiriques employées dans 
dbs circonstances analogues. ^ ' 

Dans un ancien travail déjà cité, 11° 68, se trouve la solu- 
tion d’un problème général, qui consiste à déterminer l’é- 
quilibre intérieur d’une enveloppe cylindrique indéfinie. 
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lorsque les deux parois sont soumises.à des forces donaë^^ 
variables d'un point à l’autre de ces si^faees. INous ne 
produisons pas ici cette solution, encore trop comjdiquée^ ,f 
D’ailleurs nous avons pour but, non de donner un traité^ ^ * 

complet, mais de montrer, par des exemples simples et vdV’’** * ^ 
ries, l’utilit 4 et l'importance de la théorie mathématiqü^ • 

de l’élasticité. . 

^ 81 . Vibrations longiturlinales d'une tige (ylindrique. 

— Quelques mots maintenant sur les4tats vibratoires des 
solides de forme cylindrique; ils spnt régis parles équa- 
tions (8), où l’on fait abstraction des Kqi ^09 Zo, et où 

l’on remplace ^ et - par fi* et m*. D’après la théorie 

donnée dans notre onzième Leçon, ces états vibratoires 
composent deux classes distinctes : pour ceux de la pre- 
mière classe, les termes en ca* disparaissent des équations 
générales, les fonctions A, tft), F (9) sont donc nulles, ou 
bien l'on a 


(26) 


rfVr 

dz 


dW dW 

dif ’ 


dr 


dz ’ d^ 


d\r 

HT* 


puis, par intégration et par substitution, 

\ dr T 


(27) 


f/9 


„rr 

w =^» 

ai 


( 'S- 


Pour les états vibratoires de la seconde classe, les termes 
en fl* s’annulent dans les équations (8), transformées 
comme il est dit plus haut, et l’on a , 


. I dVr 

0 =z--~- 

r dr 


l — 

r t/f 


dW 

dz 


Les vibrations longitudinales que l’on fait naître dans 
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une tige cylindrique, en la pinçant au milieu, et la frottant 
parallèlement à la longueur, appartiennent à la première 
classe. Le déplacement étant parallèle à l’axe, Urs:o, 
V = o, et W existe seul F { 27 ) est dont/indé- 

pendaiite de r et de 9 ; W; ne copiient que z, t, et doit 
vérifier l’équation .j.* t 

. *. 


y > 


les composantes tangenticlles ( 7 )d>, =Z,, Z, =Rj,R,=iI>, 
sont nulles d’elles-mômcs et partout. Si a est la longueur 
de la tige, dont une extrémité esta l’origine, les vibrations 
dont il s’agit sont représentées par l’équation r 


' W = cos(2y -f- i) TT ^cos(2y + i) TT— » 

• ^ 

comme les vibrations longitudinales de la lame rectangu-' 
laire, n” 70, et l’on est conduit aux mêmes conclusions. 


82. F'ibrations tournantes et siléncieUses. — Un état 
vibratoire de la seconde classe a lieu quand V existe seul et 


ne varie pas avec 9 ; alors U = o,W = o, — = 0 , d’où 

dif 

€ = o. Les composantes tangenticlles Z, = Rj sont nulles 


d’elles-mêmes; il en^est de même de R, = ‘f’,, si — =: — , 

.*• ,r dr r 

ou si l’on prend V =rf,f ne contenant que z, t et sati.s- 
faisant à l’équation 



.IL/ 

dt‘‘ » *’* dz‘ ’ 



pour lacomplète vérification des équations générales. Il faut 
* ■ d\ 

en outre que la composante 4>, soit nulle aux exlré- 

•• " 

i3 


i* »Dii. 
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rnilés, si elles sont libres; c’est ce qui aura lieu si l’on 

prend - . , 


Z . Mf 
: rcOS^jt - COS/îT — , 

a n 


valeur qui remplit d'àiljeq^ ^^^es les autres conditions. 
Les composantes normales R,, <P|, Z, étant nulles, ce genre 
de mouvement vibratoire s’établit sans que la surface totale 
du cylindre ÿoit sollicitée par aucune force.^Iastique, ni 
tangenlicllc, ni normale ; de plus, les molécules de cette 
sui’faceSibrcnl sans en sortir, et le cylindre n’éprouve au- 
cune déformaiion>jpériodiqitc. 11 sérail difficile d'imaginer 
un état vibialoîrc plus silencieux*?! plus iippcrccplible. 
l.cs cxpérienccsisur le pendule, faites au Pantb^Jji|;^[^ 
M. l' üucault, ont constaté un mouvement de cette nature, 
parles oscillations tournantes dc^la boule sphérique atta- 
chée au long fil pendulaicc. ^ 




- \ 
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Équations (jéoérales do Uélaslicité en coordonnées polaires ou sphériques.- 
Enveloppe sphérique vibrante*^ Vibrations des timbres hémisphériques. 




83. Équations de l'élasticité en coordonnées polaires 
ou sphériques. — Les corps solides terminés par des sur- 
faces spliériqiies offrent plusieurs applications importantes 
de la tliéorie de l’élasticité, que nous allons exposer dans 
• cette Leçon et la suivante. Il est donc nécessaire de trans- 
former encore une fois les équations générales, pour les 
exp^mer en coordonnées polaires ou sphériques. Les nou- 
velles «urfaces conjuguées sont ; les sphères concentriques, 
■les cônes d’égale latitude et les plans méridiens; les nou- 
velles 'coordonnées d’un point M sont; la distancer au 
centre du système, la latitude ç ou l’angle que Ir ligne r 
fait avec le plan de l’équateur, la longitude ou l’angle 
azimutal que le méridien de M fait avec un autre méridien 

lixef^ ^ ^ 

Nous représentons par U, V, W les projections du dé- 
plaecir^nt de M, sur les normales atix surfaces coordon- 
nées qtn y passent, savoir : U sur le prolongement de r, V 
sur la tangente à la méridienne et vers leijpôle, W sur la 
tangente aij^arallèle du côté opposé au méridien fixe. Les 
trois normales, ainsi définies, srot orthogonales, et figurent 
respertivement trois trou^éaux aJtes rectilignes des x', y '. z', 
dont l’origine est* ous désignons par R, , d>,, Ÿ, 

les composaatej,,suivant les mêmes normales, de la force 
élas tique exeriÆÿen M t-pl^d’une des surfaces 


-AA -..-à. .J. 
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coordonnées; en prenant l’indice t'=t, quand l’élémein’ est 
tangent a la sphère ; l’indice r = a, quand l’élément est tan- ' 
gcnt au oône de latitude; l’indice i' = 3, quand l’élément 
est sur le méridien. Les composantes R,, 4>,-, T,- ne sont 
autres" que les P>', T|-, relatifs aux r'; ‘c’est-à-dire 

que l’on a 

I 4.,= 4', = T',, >r, = R, = T',, R. = <t.»=T',, ■' 

Enfin, nous représentons par R,, ‘h,, Ÿ, les composantes, 
sur les nouveaux axes, de la résultante des forces extérieures, , 


rf’U rf’V 

Y compris les forces d’inertie , 

a r 


si le corps se déforme ou vibre. 

Nous supposons que le plan de l’équateur et la ligne des 
pôles du système sphérique soient l’ancien plan des xy et 
l’ancien axe des z, le méridien fixe ^ = o étant l’anciep plan 
des SX. D’après cela, si l'on désigne, pour simpliCer, cosf 
et sinç par cets, cosip et sini|/ par c'etf', ou trouve facile- > . 

ment les cosinus des angles que font avec les axes des x, 

J-, Z, les nouvelles lignes des x',jr', s'; ces cosinus sont cc', 
es', f pour x', — sc', — ss', c pour j', s, c, o pour. z'. 

Par ces valeurs, les formules de transformation qui Ifent 
les anciennes coordonnées x,j^, z aux nouvelles r, (^, ip, et 
les anciennes projectidns du déplacement u, p, tv aux nou- 
velles ü, V, W, sont 

ï ■ I 
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et la difTéreDtiation en déduit ‘facilement 


■97 


dr 


dr 


'( 3 ) ./ 


dz 


f dr 

dx - d} 

dcf 

c&^f ■' df r ’ '- ’ 

’ d±_c^ 

j dx re’ dj' ' rcr 

d. , d. sc' d. 

dæ dr r df 

d. . d. 


If 


xs' d. 


dz 
d-!/ 
dz 
s' d. 
rc d-if' 
c' d. 


dy 


dr 


d. 


_ 

dz dr r d 


df rc d^ 
cd. 


Ces trois dernières équations sont symboliques et expriment 
comment les dérivées en x, y y z d’une fonction se trans- 
forment dans ses dérivées en r, (f, i|/. 

Pour obtenir les équations générales de l’élasticité, ex- 
primées par les dérivées des R.-, d»,-, Ÿ,-, il est préférable 
d’établir directement l’équilibre d’un élément de volume 
dans le nouveau système coordonné. L’élément de volume 
des coordonnées polaires est 

( 4 ) dr,rd^.rcd-if\ ' 

il est compris entre deux sphères de rayons r, r -f- dr, deux 
cônes de latitudes ^, ^ -|- rfcf , et deux méridiens de lon- 
gitudes Désignons respectivement par R et R', 

d» et d>', Ÿ et-Ÿ' les^trpis couples des faces sphériques, 
coniques et méridiennes, de cet élément. Pour exprimer 
son équilibre, il faut évaluer, pour les égaler à zéro, les 
trois sommes SX, S Y, SZ des composantes, suivant les 
axes des x, y, z des forces élastiques qui s’exercent sur 
les six faces, et des forces pwR„, ftod», , puŸ,, qui sol- 
licitent la masse po). Ces sommations sont faciles, puisque 
l’on connaît les aires des faces et les cosinus des angles 
que toutes les faces font avec les anciens axes. Quand on 


A 
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a obtenu les termes fournis’^lf rune'T<îes trois sommes 
cbercbées par la facc’R,4» ou Ÿ, pu augmente chacun 
d'eux de sa différenlielle prise par^^pport kr, (f ou i|/, et 
l’on change le signe^ ce.tjui donne')^l^^ÿj)tbs auc la face 
R', 4>' ou Ÿ' fournit à la niÊme somi^^mï^5%ste, après ■ 
réduction, que les diflércnticllcs despi^ynrers termes. 

Les trois équations ohtShiuÿ, en égalant à zéro rois 
sommes trouvées que l’on divise par w (4), contiennent à la 
fois pRo, p^o et pŸo ; 011 en déduit facilement trois autres 
équations où ces termes sont isolés, et, distrayant les forces 
d’inertie, on a définitivement 


(5) 


rfR, 

(tr 

tir 

rf<F, 

tir 


I </cR, 

rc dtf 

I 

r rfy 


I rfRj ^ 2 R 1 — 'i'i 
rc r 


I rf<^s 




rf’U 


d’V 


rc rf\|< 




I dc'V, l dW; 


a'I'.-t-R;— -<!>, 


+ 


d'W 


rv dtf rc d-if 
ces trois équations, dans lesquelles on a , 

(6) 'F. = Rj, R. = <K., 

d’après les valeurs ( 1 ), ou^par l’annulation des sommes des 
moments, sont les équations générales de l’élasticité, ex- 
primées en coordonnées polaires ou sphériques. 

, On remarquera, dans ces équations, les termes 

''*'*•*- • 


2 R, -^<t>, — T, 


2<^, + R,^ -t; 

* • / ; : 


* 2^, -+-R, — -4., 
c 


V 


où les R,-, 4»,-, Ÿ; entrent, intégralement, et aussi la pré- 
sence du facteur c sous le signe des différentiations par 
rapport à p; ce qui tient à ce que l’élément « n’est pas un 
■parallélipipède rectangle: car, ni scsfacessphériqucsR,R', 
ni ses faces coniques 4>, 4>' ne sont égales, et, de plus, 
les normales à ses faces méridiennes ne sont pas parallèles. 
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Ces i n égal i les se traduisent, en- analyse, '*^pâr la présence 
des facteurs V, -c qii s, c' ou j', " soifs* la dif- 
férentielle en r, ç, t|/, que l'on ajoule^Æha'qùè terme 
fourni, lors des sommations indiquées, par leî^face 11, 
^ ou Ÿ, pour obtenir le terme correspondant donné par 
la face R', ou Ÿ'. 

84. Fonnulcs relatives aux sphères homogènes tl’é- 
Insticilé constante. — Il faut avoir recours aux procé- 
dés .habituels de transformation pour obtenir les R,-, 
Ÿ,- e^rimées par les dérivées en.'r, (p, ^ des fonc- 
tions U, V, W. A l’aide des relations (a) et (3), on obtient 

les ' ’ ** I en fonctions liiiéairbs des nouvelles dérivées. 

On substitue ces valeurs dans les./orinules (i), n° 26, qui 
appartiennent cxclusi vemeiit aux, solides homogènes d’é-, 
lasticité constante, ce qui donne les N,-, T,-. Eniiû^ les 
relations (ii) du n° 18, où l'on substitue les cosinus éva- 
lués au n” 84, conduisent aux N) , T'^ (i) ou aux 
Cette opération, i^essairement longue, est facilitée par 
rintroducliou des »nus et cosinus des arcs et aep; elle 
<k)ndùit aux formules 


f rfr»U 
r‘ dr 


rc rfç 
dU 

R.i:xl9-l-^V_=NV, 


I dc^ I dW 

rc da rc dii * 


(7) 


' I ■* ' /i rfV t dVf ‘ sW\ 

T' ' 

1 J , 


W 

r 


•^i ^ ' /r/w 

„ ï • / 1 du dV ■ V\ . , 


jr dU 
/ic diji 
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«En fin, ps&Ja subsljluUoQ^,de ces valeurs dans Jcs équa- 
tions. 1 jgajj ^ -c^ÿl^^iDrs leur grande généralité, on 

obtient cdPi«-cS^\,-i^ . 

' * i- ■< 

,/û * 

(X-H2fi) c — 4-p 


‘ '■'! rffl 


/ dX, dl'\ 
d? ) 
ijX 
d<f 


j d'&j d . 1 . 

■'‘Ur" 


/ f/>V\ 

/ * (/’w\ 
■P" 


en posant, pour simplifier. 


( 9 ) 


l r’c \ </^j/ Ü 

! I /t/rcW 


rfrcWN 

\=:X, 


\c \ dr 


di^ 

> /^ü\ 

^ drV\ _ 

f/(f «//• j 


Si l’on ajoute les trois équations (8), après les avoir' diffé- 
reutiécs, la première en /', la seconde en la troisième 
en ip, on élimine les .1., iJÎ>, F ; ce qui fait disparaître aussi 
les forces extérieures R», 4>o , Ÿoj quand elles sont, commé: 
on le suppose, les dérivées 


• _ rfF. 


4>.= 


1^* 

r df ’ 


t-- .. 
I <iF, 
rc fiy 
4!* 


d’une même fonction F,, vérifiant l’équation, A’Fj = o. 
On 'obtient ainsi l’équatipn >•, ’ 


d’’ 6 1 -t- 2 J/ 1 , 

de — 

1 df 

4.l£i), - 

^ dt‘ r’ \ dr 

c d(^ 

c' dp'/ » 

qui doit se réduire à •• 


■ *■ 


« • 

C * 

' l _ 



: 
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puisque cette équation fondamentale, qui régit la fonction 0, 
ou la dilatation, est nécessairement indépendante du sys- 
tème des coordonnées. 

83. Enveloppe sphérique vibrante. — Telles sont les 
équations et les formules de l’élasticité, transformées en 
coordonnées polaires , et directement applicables aux 
sphères solides et aux enveloppes sphériques. Nous consi- 
dérerons d’abord les vibrations. D’après la théorie donnée 
dans notre onzième Leçon, ces vibrations sont rugic^f par 
les équations (8), où, faisant abstraction des R,, •l>o', 
on remplace X-f- ap par pîî’, p par pta’ ; elles se parta- 
gent en deux clas.ses distinctes. Pour les vibrations de la 
première classe, que nous étudierons seules, les termes 
en U* disparaissent, les fonctions ..I», \ll>, P (9) sont nulles, 
et l’on a 


(10) 


rfrV 


dreW dre Vf rfU 


rfU 

de 


dry 
.eir ’ 


dr 

d’où l’on conclut, F étant une nouvelle fonction. 


(«0 



rc aij) . * 

, rfF - 

de — 

rfo . I d>F ' 

1 ^ = A’ F; 

r’c’ rfi’ 




'î 


car les formules différentielles (3) montrent sans peine que - 
le paramètre différentiel du second ordre A', ou ^ 


\dx' d]r' az' ) 


transformé en coordonnées polaires, prend la forme 


(12) 
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Par les valeurs (il), les trois cqualions générales se rédui- 
sent à celles-ci : 


,(•3) 


= n>0 = n’i’F. 


Ainsi les mouvements vibratoires de la première classe, 
dans un système sphérique, sont représentés par les dépla- 
cements U, V, W (il), dans lesquels F est une fonction 
qui vérifie l’équation (i3). 

Proposons-nous de trouver ceux de ces mouvements vi- 
bratoires qui peuvent s’établir dans une enveloppe solide, 
comprise entre deux sphères concentriques de rayons /’o 
et /•, , lesquelles sont en contact avec des fluides qui ne peu- 
vent exercer sur elles que des pressions normales. Les va- 
leurs (il) transforment les composantes tangeutiellcs , 


(y) de la manière suivante : 


1 

. ^ 

V ■ / 


■^1 


fidV dV V\ ^ 

9. U. \ dr r j 

» 

fl’i ^ fl 1 

\_r d(f dr r ) 

r df * 

r) ' 


. • ■ 

d('H-l 

1 

* 1 

1 

f 1 dV rfW WN 

a (i \dr r 


\^rc d^ dr r ) 

rc dSf 


« 

* 


puisque ces deux composantes tangcnticlles doivent être 
nulles sur les parois, et cela, quels que soient y et ifi, la 
fonction F devfà être telle, que -* ■ 

' . - ’ 

■' dF ¥ ’ 

(i5) — - pour rz=r,, etpour r=r,. 

S ctr J r 

• 

,>11 s’agit donc de trouver des intégrales particulières de l’é- 
(juatiou (i3,) qui remplissent cette double condition (i5), 
et jees intégrales représenteront autant ^d’états vibratoires 
possibles de l’enveloppe sphérique. • 

Nous donnerons d’abord une autre forme à l’équation (i 3) . 
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Si l’on prend pour une nouvelle variable a. le sinus s de la» 
latitude, d’où ^ 


(• 6 ) 


ï = a, c’ I — a’, 

J fl. ri. 

= cd-^=Ta' 


) • 


le A* (ta) s’écrira de cette manière : 

[ » <y. fl'. "1 



. * 

G’csi la (ortne adoptée dans la lliéoric analytique de la cha- 
leur, et dans celle de l’attraction des sjihéroïdes, où se 
trouvent résolus les divers problèmes d’analyse qui se pré- 
sentent ici, et dont nous nous contenterons d’énoncer les 
solutions. 

L’équation auxdilTérences partielles (i 3), ou, d’après (i y), 
celle-ci : 

( • ■ r /( _ 1) 

/ Jrf’F arfF I r ' “ rf» fl^’ \) 

v'8)-;^ = ûj— 1^ 

est vérifiée par le produit 

(19) F = ^X^, 

où ÿ est une fonction de t seQlj"’qui satisfait à l’équation 
difierentiellc ,• . ' 

'(20) 

•» 

où X est une fonction de tf et de ip, vérifiant l’équation aux 

diflférences. partielles . , * 

« 

,ifX rf’X 


(2l) 


flif-a’) 

fia 


da d-î/' 

1 W n{n -t- i)X = 0: 

I — a‘ ' 
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enfin, où A est une fonction de /•seul, qui satisfait à l’équa- 
*lioii différentielle j 

rf’A 
dr‘‘ 


( 22 ) 


2 dSi. 
r dr 




n est un entier quelconque, q un paramètre arbitraire. 
Ôn s’assure aisément que le produit (19), substitué à F, 
rend l’équation (18) identique quand on élimine les déri- 
vées à l’aide des équations (20), (21), (22). L’intégrale 
générale de l’équation dilféreniielle (20) est ; 

{ 23 ) ^ H cos(< 7 lir) + H' sin (y ûf), ^ 

*1 

H, H' étant deux constantes arbitraires. 

La fonction % ncdoit devenir infinie pour aucune valeur 
de (51 et de ; elle doit conserver la même valeur quand 
l’arc ^ augmente d’une ou de plusieurs circonférences;' de 

plus, la variable <p doit en disparaitre quand ou' 

quand a = dz i . Ces propriétés sont essentiel les pour que 
ou le produit (19 ) puisse représenter la loi d’un phénomène 
dans un système sphérique complet; elles exigent que n 
soit un nombre entier, et réduisent l’intégrale'générale de 
l’équation (21) à la formule suivante : 

X, = (<7„cosni)/ -t- insinniji) 

-t- [a„_i cos'(n — i)il< + é_isin(n— i)i|;] 

H- P^’’ cos(n — 2 ) \|; -I- i„_, sin(n — 2)ili] 

(24) I +p(>)[„„_,cos(/»-3)^l<+6„_,sin{/.-3)^l 


4 -P^” cos2^{l -f- è,sin 2i{i) 

4 - P^"~'’ (a, cos^j/ + è,siDi|>) -t- Pj^"* a,'j’ '' 


Dkjlîizfd by Goosl( 


» ■ 


i ir 


j, SUR l’élasticité. 2o5 

dans laquelle les représcnient, pour simplifîer, les fonc- 
'* ' lions de a que voici : 

. . ; . n n — I 


p(")_ 

" 2 ( 2 /J — l) 2 . 4 ( 2 « — 

et OÙ les 2 « 4- I coefficients a,- , ù,- sont des constantes arbi- 
traires. 

, L’équation différentielle (au) est vérifiée par la valeur 


(25) . • 


lîl = /« = r"w, 

e 

• 3 


OÙ <a,— J' COS (^rsinar) cos’"'*'' ardx. 


L’intégrale définie w„ s’obtient sans difficulté par les pro- 
cédés ordinaires du calcul inCnitésimal ;^ou trouve 

sin^r 2 

a,= , w, = (sinyr — çrcosç/-), 

qr q^r* 

, . 2/j(an— i) a/i{2« — 2) , t , 

(26) ( W.= t — 0),_, — ' . 

' 9 î 

2 . 3.4 r/ * • • 1 • , • ‘ 

’ = Lv "3" J • • • *• . , 

7 *v ^ ^ 

• • W . * * ' ' 

Nous désignerons, pour abréger, par m\ m" les deux pre- 


% 

4 


jw • n . 
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mières dérivées de la fonction m (a5), qui, vérifiant l’(*^ua- 

tion (22), donne 

( 27 ) r’/7i" + 2r/7i' + [ 7 ’r’ — n (n 4- l)]w? = O. 

On sait que, m étant une intégrale particulière de l’équa- 
tion (22), l’intégrale générale est 4- B J ~T~^ ^ 

et B sont deux constantes arbitraires; nous prendrons 


>1 - 
1'“ 


(28) 


J C dr 

I 1 


en faisant C = i, ce qui ne diminuera en rien la généralité 
du produit (19), à ï cause des constantes arbitraires qui 
entrent déjà dans les autres facteurs i et 3ï>. 

. Pour que le produit (19) satisfasse à la double condi- 
tion (i 5), il faut et il suffit que l’on ait 

(29I ~ ~ pour r — r,, et pour r=r, ; 

* , 

cette équation (29), quand r y reste indéterminé et que ^ 

a la valeur (28), prend la forme . 


B = (i BS) rm{m — rm'). 


d’où l’on déduit 
S 


__ f dr _ • i 1 

~~Jr nn [m ^ rm' ) B ’ ^ 

r, ^ ^ ■ 

et si, pour désigner la valeur que prend une foïictioft de r, 
quand r=r^, ou quand on place, au bas de la 

, lettre qui' exprime cette fonction, l’indice O ou l’indice i, 
on devra avoir ’ * 

• 1 1 . y . ' . I 

(3o)* 'j Jr r,m,(m,— r,m\) : — r,m\)' 

« • -V. ‘ » 


B = r,m,(m, — 






t. ■ , ,f. ■ . 

* ^ — bv -JOgI 
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La première de ces relations est une équation transcendante, 
dont le paramètre q doit être une des racines; la seconde 
détermine la constante B, lorsque q est connu. 

Ainsi les produits telsque F ( 19 ) qui, satisfaisant à toutes 
les conditions imposées, représentent des étals vibratoires 
possibles de l’enveloppe sphérique, forment une sorte de 
tab]e à double entrée ; car l’entier n peut avoir toutes les 
values, depuis zéro jusqu’à l’infini; et, pour chaque valeur 
de n, il existe une équation transcendante (3o) dont les 
racines, en nombre infini, sont autant de valeurs corres- 
pondantes du paramètre Il y a autant de produits (19) 
différents que de couples de valeurs de n cl q-, chacun de 
cesproduits contient4n -I- 2 constantes arbitraires, savoir: 
an I pour la fonction 0t-.„ ( 24 ) qui sert de coefficient à 
cos[qCll), et an-(- i pour le coefficient de si n( < 7 fit) dans 
^ ( 23 ). Tous ces produits étant réunis par voie d'addition, 
en conservant tous leurs coefficients distincts les uns des 
autres, formeront une intégrale généralcde l'équation (tS), 
satisfaisant à la double condition (i5). 

Cette intégrale représentera le mouvement intérieur de 
l’enveloppe sphérique, quand l’état initial ou les déplajpe- 
menis primitifs seront tels, qu’il y ait dilatalmîLo^ — 
traction en chaque point du solide. S’il résuhe-djteei 


U- 

at 


dF 




initial que F et sa dérivée — étaient alors dç^ fonctions 
\ 

connues de r, q, ip, toutes les constantes arbitraires de l’in- 
tégrale générale pourront être comjilélement déterminées, 
en appliquant la méthode d’élimination par intégii^ions 
défînies,'*^nt on fait un st fréquent usage dans tontir^flf^ 
théories ^y#ico-maAèmRt5|ttes, est i||tcftjmde 

f4produii;ei4|êl.'‘Commc dans les le 

mou^’ement intérieur de 1 ’en vcldtfa^^i||Bjiay^ de 

la superposition ou de la coexislencJPj|pdû^^s états vi- 
bratoires possibles auxquels "tes vï^lyïfa'fivécs des coeffi- 
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cienls •assignent leurs amplitudes relatives. Chacun de ces 
étals vibratoires correspond à un couple de valeurs de n 
et < 7 ; il pourrait exister seul si l’état initial s’y prêtait; on 
peut donc l'étudier isolément. 

La seconde équation (3o) se simplifie singulièrement 
quand l’épaisseur de l’enveloppe est exirèmeincnl petite, 
comparativement au rayon de la paroi intérieure. Elle 
se réduit alors à 


rm (m — rm') l 

= pourrir.. 


dr 


équation qui devient successivement 


drm (m — rm'] 
lir 


+-'(m — rm'Y 


r’'nO[m — rm'Y 
2 m — [r‘‘m" + irm') 


r’m (m — rm'Y 
et, par la relation (ay) , 

■ ' t — (/?— i) {n +2) 

- ■ • • r’ ( ra — rm'Y ’ 

ce qui donne cnCn la seule valeur 

^ I ._ 


(3.)' 


_ y/(/i — i)(n-h2) 


Lofs d'e ce cas extrêin^S, l’enveloppe sphérique devient une 
sorlc de surface élastique vibrante, aqalogue aux membra- 
nes'^ -mais qui n’èxige pas de tensiolt préalable. D’après 
l’unique valeur (3 1 ), les sons que peut produïi|jf enveloppe 
sphérique mince sont exprimés par ^ 

.. ... . / 


t 


'• » 


• % 
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: j- ^”9 

le pins' grave de ces correspond, a pour . 

mesure 


mesure 
(32) 


n 


tous 


8G. Fibrations dq£i/n ibres hcnusplièriques . -^JParmi 
us les états vibraloîre^ de l’envelc^pe sphérique, il en 
existe^mae inlyiité pour fe^uels la section équatoriale 
n’éproi&e^^^es^forces élastiques ASblWiales; c’est-à-dire 
qu’ils sont / tels,(Éfue, pour <p= o, les eomjiosi^cs, tangen- 
tieliesR, et Y, ( 7) sont nulles. Ces étals vibraloiü^ parti- 
culiers peuvent s’établir et persister dans le tiin^e bémi- 
spbériquc, qui rt’sullcrait^e renvïl6ppe|^oup'ée suivant 


niqnaieuT. Lefiplus simples. corresçpndent à « = 2. Si 
’^end " > 

^ * ■ 1 • 
ffi& j = cosîâ'sin 2\|/, 



Vl 

1 , * ‘ 

i / ^ 

I .Il — i sin çr.T- cos </r 

il en résulte, 5? ayant la valeur ^ 


;■ 

T'' 


mir., 

* * V 


U =-^.fcos’^sin2\}(. 


- L jIcR. ^ 

V = J 


COS7 sii^ sin 2']t , 

s!t 


r- '•w =^-fcô 


cos y cos 2i[r;v 


• , • • * 

„ V ' ’ /r/A ^ . . . 

^ — ^^^l^ÿcosysin^sin 2|, 


î? fiiiT. 


», T = — — ^ ^ 


« * ' • • •* 4 t9 • I ' i 

■ T, cos2^<, • 


4 ' 


V, 
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et l’on ,y^fr"(pe'sur^’cVial««r.- = o, leiforojes 
taujfcuiellcsR.el Ÿ,>ont nulles. D’après leurs valeurs ( 34 ), 

aj^hs m^iiJiens.or^io^ôiiaux,^({-= o,tJ/ = U et V sont 

■ céstaniment nuis; W. est, au léBn traire, à son maximum 
d'amplitude; c’est-à-dir,c que les molécules de ces mcr.dieus 
vibrent sur les petits cerclf^s parallèles à l’équateurÆn tout 
autre lieu, U existe; il ^Ueiut sa plus \ 

sur les '{' = 

explicmç les rides, les deux lignes de repos,^t les projec- 
tions de gouttelettes que l’on remarque a la surface du 
mercure, dan^uu verre hémisphérique ydsj^t viWion. 

Si le verre est très-miuc(v peut ÿinct^c 
,„è.,c , p.. *».« v.le» qne<!«ll<q«i 

formnlo (3i), quand »>=,; Ç« qui doPuoN (3aLgif lu 

hauteur du ^oü produil,jSi|0^»lus.curs.etal|Qfl^ire^ 
dill'éreuts peuvent cçcxiste»’f le verre ou lejtiçbre, ^ 
correspondant tous a «^1», au même système noiW.iPiais 
à des'vale'iirs dilléientes du paramètre 7; d'ou pèsent ré- 
sulter plusieurs sons simultanés, ;u^^mueniurMes entre 
eux, mais asséi voisi5»pour expliquer le plienpÆene connu 

sous le nom dij' tapement ÿe5c/oc/iftv. \ 

On remarquera que fes vibrations des timbres appartien- 
nent à la première classe, tandis que celles des cordes, des 
lames, des tiges, dans les iiistrumciits sont de-na sepondè 
classe Si l’on considère .que la deiisite du corps^oiiofte j^we 
périodiquement lors dc^premièrps vibrauo^et res^.oqp.- 
stante lors des secondes,- ’cette diffeiqg ctvpfiut 
. pourquoi les s6ns rendus par les tii,ihresjon^mpar^- 
^vement si éclataiiü. ’ ; • 
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.. i,*' , SEIZIÈME leçon: 

■/'■'*' "S . 

Équilibre d'cHmcité d'uno enveloppé sphérique. — Equilibrer d'dlAstîcité 
d’une croâto plantaire. ^ Applimiôn nu 'globe (crciÂ6trc.'^~ *$urfaces 
ÎMslaliqu^st 


87. Équilibre d’éllpticité d'une em’eloppe sphérique. 
— Lorsque l’on se propose d’étudier les lois intégrales de 
l’équilibre d’élasticité, dans*un milieu solide limilé par des 
surfaces de forme déterminée, la sphère et les enveloppes' 
sphériques conduisent aux résultats les plus complets. C’est, 
en quelque sorte, le dernier des quatre chapitres d’un 
Traité, dont les trois premiers considéreraient respective- 
ment l’équilibre intérieur d’un milieu solide limilé par un 
seul plan, celui de l’espace compris entre deux pltfris pa- 
rallèles, -jet enfin celui d’une enveloppe C3'lindrique indéfi- 
nie. Sij en outre, on possédait la solution du problème 
général que nous avon^ énoncé au ii° 66, sur l’équilibre 
intérieur du prisme rectangle, on aurait une véritable 
Statique rationnelle Aes milieux solides élastiques, cerlai-" 
ncnient plus dilhcile que leur dyn'amique. Cette science 
dont l'utilité serait incontestable, est incomplète 
auj^t(^ui ; nous en avons indi(|ué les diverses parties et 
nous*aÜôife compléter ^ette esquisse , par deux derniers 

cxemlQe». .i' 

* 

d’fîtùd i er l’équi I i bre d’élastici lé. d’u np,cn vcloppc 
'*i^i«^ sphér^^e, dont la paroi intérieure dê^rayon est 
soumise à uno pression constante. — P„, cl dont la paroi 
extérieure de rayon r, éprouve une autre pression — Pj. 



iB 

U existe seul fel'nc. dépend que ^6 l#r seule variable/-. Les 

.4- 


•*«- 
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formules ( 7 ), n° 84, donnent . • 

( rfÜ 'U du U 

lle=— — + 2 — ï R, =>6 + 4>, = Y} = 19 + 2 u— > 

(l) { d/- r rfr • ‘ r 

4.j = Y, = o, Y, = R, = o, R, = ii — o. ' 

Des trois équa’lions générales (5), n° 83, les deux dernières 
sout identiques ; la première se réduit à 

dR, 2 R, — <I>, — Y. 

— 1 _ O, 

dr r 

et devient, par les valeurs (i), ' 

^ = 0 , d’où ( 2 ) U = cr + — : 

• . dr ' r’ 

V et f> étant deux constantes. Par cette valeur ( 2 ), la dilata- 
tion et les forces élastiques principales (i) s’expriment 
ainsi 


(3) 


0— 3c, R, = (3^ -4- 2fx)c — \ 

.l., = Y,=:(3H-2(i)c + 2[rp. _ 


Mais la force élastique normale R, doit devenir — P» 
pour ;• = ;•,, et — Pj pour r = i\] ce qui donne, entre c 
et è, 'les deux relations . • /A'Vl 

b b ii* 

(31 -i- 2 fi)c — 4/i p = — P„ (31 + 2 fl)c — 

d’où l’ort^fcfhclut * 


( 4 ) 


i ) 



rpi'-î 
9 ^ « 


> r : 


, W VÇ_ r ■- ^ 


(31-t-2p;(j^rî) 

' T~Tj Zi i ^ 






)] 


’ ^ 2 / • ^ rj) • 
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Ainsi, renvclopgc s’esl tlilapgc, et célK uniformémenf; en 
tout point inlêi-î«;ur, les* trois Jforces élastiques princi- 
pales sont clir^écs suivant 1(^5 normales aux surfaces coor- 
données ; câle qui s’exerce sur la sphère^e rayon r est tou- 
jours une pression ; les deux autres sont des tractions égales 
entre clli^,‘c't dont la pl^ grande valeur, qui a lieu vers 
la pd^i'^ntérieufe, 


VH 


(5) 


A = 


lut ta plus grande valeur 

fe, “est* TÉ t 

2(rJP.- 


P.) 




f 

^Si l’on donne à A la valeur-limite que la traction inaxima 
ne saurait dépasser sans faire craindre une altération per- 
manente, la relation (5) conduit à 


pour la moindre .\aleur que l’on puisse donner au rap- 
"port Cette valeur indique que, si la pression intérieure 

I 

égale ou surpasse le double de la limite A, augmenté du 
triple de la pression extérieure, l’enveloppe s’altérera iné- 
vitablement. Posons ’ 


(7) 


r, 4- c). 


P. — P, 

A-t-P, 


ero donnera l’épaisseur-lipiite de l’enveloppe spliérique; 
dans la pratique, P,^ — P, est la pression effective^ et son 
rapport e à-A -t- P, esàordiuaiiement une très-petite frac- 
tion; alors l’équation (6) se réduit à 

fc _ ■ ■* 

c’est-à-dire à la moitié de l’épaisseur-limite trouvée 
pour l’enveloppe c’ylindrique.' «. 




ée, n” 80, ^ 

88. Équilibre d’élasticité d’une croûte planétaire. — 




• 
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Nous allons consiilfrer maiiiienanl l’équilibre d’élasiicité 
'd'uiiç croûte planétaii-iÇf en lÿsupposaut spïiërique, par- 
tout de même épaisseur, ct'hpinogeiie dans. I^ute spn élen- 
due. Analyliqu(?^'nt, ce nou'^el excmplft’^c^îe distingue 
du précédent que par la présencô’dn terme pR,,dans la • 
première des équations générales (7), n" 8t ;'^ P,* est la 
pression du noyau liquide Mv ÿr pafbi in^^e^a, de 
rayon r, ; — P, est la pressi^ exercée par l’atinosplièrc 
gazeuse sur la surface extérieure dont le rayon est;',j on a 


= O, Ÿ, = O, •et R„ = — g -1 g étant l’intensilé de la 


pesanteur à la surface, supposée constante; R, variant in- 
térieurement à l'enveloppe solide, comme la distance r au 
,tentre. Dans ces nouvelles circonstances, on a encore 
V = o, W = o; U existe toujours seul; les formules (i) 
subsistent aussi; la seconde et la troisième des équations 
générales sont encore identiques, mais là première se ré- 
duit à • 


vtf 


a 


. “9 PS 
— r, 

' dr 


d’où (9) G=rar’-f*3c; 


c étant une constante arbitraire, et a désignant, pour abré- 
ger, , 

PS _ ' ..ÎP - 


(10) 




2;À-l-2p)r, 


J» M’. , <. 

où cj est le poids de l’uni té'de .volume Je la naatière solido. 

ic^lre s 


Si, dans l’équation (9)’î,Qh'sqhstitu«?l^ sa valeur (i) en U, % 
il Vient ■ 


rfr«U 


dr 


= nr' 3cr 




-l-cr+_; 


i' 


b étant une autr^ eoti3taqt^qtÿ,se détermine, ainsi que c,- 
par'la double condition que Ri (t) devienne — Pj pour 
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Là force élastique normalo» E^y<l^md\Vnienl pour 


où n repiésente, pour siraplifiêrj^’expression 


laquelle jouit d’une sorte de symétrie en r», r, rj/car elle 
peut prendre aussi les deux formes 


qui indiq' 
séqueijtai 

donêf® 


l^i^visibilitc par r — r„ par r — 'i, et con- 
jple produit de ces deux facteurs. Ou peut 


(i5). n = (r-ç r.)(r — r,)Q = [r= — (/•, + r,)r + r,/-,]Q, 

; /V.' . '■ y. 

d’où l’on conclut immédiatement, par une simple compa- 
raison i^vec Il-(i 4), 

. ' ■ S • 

( . 6) Q p=(r| (r.-^ rO r r|. (r| - rj) [(r. 

Q cst'^doHC essentiellement positif; par suite, Il(i5) est 
négatif, puisque r est eqmpris entre et r,. De là résulté 
que la force élastique K, («3), qui s’exerce sur la surface 
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V,- 

ytfete l'étendue 




;3i i^on ae^ne p^FWa valeur variable, commune’tiux 
deux -^utrisSj forces élal^^âcs principales d>i, Ÿj, et par 
Fo , F, "lai Valeurs nutni^ques que prend F pour r = r^, 
r = i\, on trouve fec ÿ^f nt 

■ _ ^ P-) ^ 

l'i-'l) ^ . ..‘ Af 


r -rî 


r 


r. . (3> + afx; r;r;(r?-y|) + :tû4-|Mr 


* ^ • - ./• 

r r‘ — ; rVr* — i-' 

fe^ v;p.-r;p. r;.(p,-p, ) ■ , 

. * - _ 

F est la force élastique exercée sur u» ^lan vertréal, ou 
passant par le rayon r; F, est l’intensité force près 

de la surface extérieure; Fo son intensi te^jw^*]^ .par.oi 
intérieure. La soustraction des valeurs * 


28) 


Fo — F, 


P. -P, 




r’ — r> 

:i . . 0 


Soit désignée par e l’épaisseur (r, — r,). det'l'qiiv^loppe 

t ^ ' 

solide. Si le rapport - est une petite fraction, on pourra, 

par approximation, négliger e devant r, , remplacer’ 
par r,, et généralement rj — /' par ir|-*E; on trouve 


r 


«T éf 
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qu’alors Fj (ij) se réduil à 


ai' 


(' 9 ) 


F, = -^(P,'- P.-ae), 


quand on remplace a par la valeur (lo); et l’équation (i8) 
donne, par une transformation facile, 


(20) 


F.= F,- 


\ -H 2p 

en négligeant — devant l’unité. 


U 


La substitution des valeurs (12), dans (ii), donne — ; 

on en déduit — » — > et l’on trouve exactement, par sous- 
traction. 


t , 


(21) * P, — P, — oi— U ' <* 

. '■f r, 4(i \ ir, j 

t 

• puis, le môme genre d’approximation qui nous a conduit 
aux valeurs (19) et (20) donne . . 


H: = ci'(p.-p,-=.), où Co= , ‘jt'A -V 


(22) 


+ ^(P.-P. - cre). 

r, r. 4 fl 


Rappelons que U est le déplacement suivant le rayon r; ce 
déplacement vertical est U, à la surface extérieure, Uo à la 
paroi intérieure. Enfin, avant de discuter et d’appliquer ces 
diverses valeurs, préparons une dernière formule^: dans 1;Ç ^ 
première équation (22), remplaçons U, par. U, r, par R, ' 
cr par pg, elle deviendra ' ■ 


( 23 ) 
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OÙ U représente l’exliaussenient du sol, en un point de*Ia 
surface de la planète, distant du centre de R, v 

89. Application an globe terrestre. — Nous suppose- 
rons qu’il s’agisse du globe terrestre, en faisant abstraction 
de l’hétérogénéité de la croûte solide, des inégalités de son 
épaisseur et de son aplatissement vers les pôles. L’épais- 
seur s à laquelle les géologues assignent, au maximum, 
4 mjriamètres,^st, au plus, la cent-cinquantième partie 
du rayon de la terre, ou la trois-centième partie dè son 

diamètre; le rapport - est le même que celui qui existerait 

r, „ *'• . 

dans une sphère creuse, de 3 mètres de diamètre, dont l’en- 
veloppe aurait i centimètre d’épaisseur seulement; ce rap- 
port est donc une petite fraction, et nos formules approxi- 
niadvcs liii^bnt applicables. La force élastique F, ( 1 . 9 ) est 
celle qui s’exerce au-dessous du sol, sur un plan *iptrtical 
quclcôuque; suivant que la pression effective Pe — ^dP^reit 
supérieure* égale ou inférieure à xst, cette force élastique 
rep^sehte une traction, est nulle ou représente une pré^-:^; 
siou; Oî est le poids d’une colonne composée de la matière 
solide, et qui,' ayant utic base de i mètre carré, aurait une 

hauteur égale à l’épaisseur e. Le coeflSeient — est envi- 

4: ' 

ron 70 ; de là rébultc que la différence de Pq — Pj à as est 
acttfellement nulle ou ]^eu considérable; car, si petite qùîçlle 
fût, ftiultipliée par 76, elle donnerait àla force F, uneTn- 
tensité telle,' qu’il devrait* en résulter des phénomènes de 
dislocation. La'force.élàstiqùeFo (20) est-celJe qui s’exerce 
,sur un plan'vertical près de la paroi’intéricure;.si F, est 
! ' '-.i , • ♦ \\ 

' nulle, cette force élastique F^ est une pression — pe ; 

si*-F,^est ^négatif ou représente une pression,' F, est une 
prés£ii|p plus forte encore. Mais, 'si F, est positif ou repré- 
sente une traction, F„ peut encore être une pression; c’est 
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ce qui arrive l4|[|^c^ Jtiolenies commolions où le sol s’ouvre 
et se fendillç, . 

Supp(^qn» qirtaS^soit une traction. Eu'Un point de l’en- 
veloppe solide, près de la surface extérieure, l’ellip- 

soïde d’élasticité aura pour équation 


(U) 


.t’ X’ -+- 

FJ 

s/ 


Taxe des x élawt^verlical ; Il-^xisle alors un cône de forces 

' . • "V 

- tangentielles, n°23, dont l'équation est 


.5 


.(=*?) : - 


P. 


y* -t- Z* 

'■"fT 


_ ) 

1 


sur tout plan tangent à ce cône, Ct conséquemment incliné 
à l’horizon d’un angle /’i'", tel que 


(9.6) 


tangi 




/‘l;r force élastique est tangentiellc ou tend à faire glisser 
l’une sui^ l’AUtre les deux qjartics séparées par ce plan. 
L’intensité de celte force tangentielle, ou de glissement, est 
représentée par le dcmi-diamèlre j”, de l’ellipsoïde de ré- 
volution ( 24 ) situé sur'le cqne droit.(25)j ct l’on trouve 
pour sa valeur ^ 


J ■ 


( 27 ) 




. • 4 ■* * * . • . 1 - • 

► c’est-à-dire une moyenne proportionnelle enlre Ta trac- 
tion F, e"t la 'pression P, ; 

' Les mêmes relations existeront en un point M de l’en- 

y » * • 4 

veloppe solide, situé à ‘Une plus grande profondeur au- 
dessous du sol : la Ççrce éjastique F (ly) éfaiit'une traction, 
si l’on désigne par — ^ P la pressjon cxfençée sur la surface 
sphérique dont M fait partie, par ^ la feirce élastique lan- 
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geniielle,-et par f l’angle à l’horizon des 'plans sur lesquels 
elle s’exerce, on aura 4. 

(a8) 


'■?'=V^PF: 


tang 


Les failles ei les glissements qu’on observe dans les ter- 
rains.géologiques sont sans doute dus à l’action de la force 
tangcntiellc dont il s’agit. L’observation fait connaître l’an- 
gle / ; l’expérience pourrait, donner approximativement 
l’intensité de la force nécessaire pour faire glisser l’une 
sur l’autrc deux parties d’une même roche ; alors^les deux 
équaiions’précédeutes, qui donnent #%•. ‘ '• 

J 

(ao) P = -'fiangf, F= * Hie'. 

^ ® tangf 


feraient connaître la pression verticale et la traction hori- 
zontale qui ont dû présider à la formation d’une faille ob- 
servée. , 

, Les formules (22) montrent que si la différence 'de! 
Ço — Pi àcTî est nulle, comme il y a lieu de le supposer, non-^ 
seulement F, {19) est nul, mais aussi U, et U,,;, ç’est-à-dire 
que les deux parois ont repris leurs positions primitives, ou 
celles qu’elles auraient sans les pressions et sans l’action 
de la pesanteur. Ce qui veut dire que la dilatation totale 
résultant des pressions inégales — Po et — Pj se trouve 
coinpensée par la compression, totale aus^,^due à l’action 
deda pesanteur. Résultat remarquable et qu’il était didicilc 
de prévoir. Passons à l’application, de la formule ( 23 -). La’* 
terre ^n'étant pas sphérique , nous admettons* que,, sur 
chaque verticale, les choses se passent comme dans l’enve- 
loppe spliériqué osculatrice, de môme épaisseur e, et dont 
la paroi extérieure aurait pour ,rayon, la distance R au 
centre de la terre-, du lieu où la verticale considérée vient 
rencontrer sa surbce. Par exemple, U', R', g' étant les 
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ft'. yîileurs dcs'U, R, g qui corresponilent à la Bretagne, et 
^ U", g" celles qui correspondent à la Suède, nous po- 
serons 

U' — R'» — p.g'R'-j, 

U " = c ^ R"^ — p. g" j , ; 

en admettant que l'épaisseur e et les pressions — P», — P,' 
sont les mêmes sur les deux verticales. 

Or, si l’on fait abstraction de la faible variation que la 
force centrifuge fait subir à la pesanteur, on pourra re- 
garder les deux.produits ^'R'* ' t jj^R."’ comme sensi- 
blement égaux, et les écjuations (3o) donneront, par sous- 
traction. 


D’après cette relation, puisque R'’ — R"* est positif, 
U'' — U" est de môme signe que P, — Ppou positif, et 
varie dans le même sens. C’est-à-dire que_ si" U' — U" a 
diminué, il faudra en conclure que Po a aussi diminué. 
On sait que le soi de la Bretagne s’est affaissé, puisque l’on 
y a constaté la présence de forêts sous-marines; au con- 
traire, le sol de la Suède a dû se relever, puisqu’on ob- 
serve des coquillages sur les côtes que la Baltique ne peut 
plus* atteindre. Par cette double raison, U' — U" a dimi- 
guej ainsi la pression intérieure a etc ou va en aiminuant. 
Ce résultat parait s’accorder avec Vidée de M. Elicde Beau- 
mont, sur la 'formation des chaînes de montagnes, à la 
suite d’un affaissement général, dû au refroidissement 
car il sdmblc résulter de celle idée que la pression inté- 
rieure doit allcreii diminuant, d’un cataclysme au suivant, 
du dernier à celui vers lequel nous avançons. ' 

Celte a'pplicatiôn de la théorie de l’élasticité à l’équilibre 


(30 


U' — U" = C ^ 


p.- 


(R'>— R"»)- 
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intérieur de l’écorce terrestre pourra paraitre'\rop liasar- 
dée; mais s’il eu est ainsi, les applications de la tliéorie ^ 
analytique de la chaleur au refroidissement du globe, faites 
par Laplace, Fourier, Poisson, doivent inspirer les mêmes 
scrupules. El nous ne nous défendrons pas d’avoir imité 
ces illustres géomètres, lors même qu’jls se seraient trom- 
pés, en appliquant aux sublimes questions de la Mécanique 
céleste de simples formules de Physique mathématique. Au 
reste, la question que nous avons abordée peut se traiter 
d’une manière plus complète ou plus voisine de la réalité : 
nous avons constaté,’^par des recherches analytiques, qu’en 
considérant la terre comme un sphéroïde peu différent de 
la sphère, qu’en prenant pour les deux parois de l’enve- 
loppe solide des ellipsoïdes homofoeaux, ce qui donne une 
épaisseur variable; enfin, qu’en ayant'égard aux variations 
de la pesanteur dues à la force centrifuge, on arrivait, 
dans tous les cas, aux mêmes conclusions. 

90. Surfaces isostatiques. — Avec cette Leçon se ter- 
minent les Exemples où le milieu solide est à la fois ho- 
mogène et d’élasticité constante. Nous aurions voulu les 
présenter sous une forme plus générale, mais les bornes 
de ce Cours ne le permettaient pas. Dans un Mémoire sur 
les surfaces isostatiques, inséré au Journal do Malhéma~ 
tiques de M. Jùoiiville, j’ai 'U'ansformé les équ^ions de 
l’élasticité en coordounécs^urviligncs quelcoitquês. ,Ces 
équations sont ife deux sortes : celles qui expriment, l’éê 
quilibre d’un élément dë*yohnne, à l’aide des forces élas- 
tiques.exercées sur les surfaces conjuguées, sbnt générales 
çt pourraient s’établir directement, comnie nous l’avons 
fait pour le système cylindrique et pour Je systènic sphé- 
rique; celles qui donnent'lcs composantcs'des forces élas- 
tiques, à l’afde des projeclioùis.du déplacement sur lès.tan- 
gcntcs aux axes curvilignes, ne concernent que les solides 

' * ' ♦ 

• ' ■ i % 
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,v 

homogènes d’élasticité constante et doivent être modiGees. ' 
•■•puisqu'il est indispensable d’admettre deux coefllcients iné- 
■ gaux, X et p, au lieu d’un seul. Les développements préli- 
minaires, qu'exige l’emploi des coordonnées curvilignes et 
de leurs formules de transformation, ne nous ont pas permis 
de reproduire ici cet ancien travail. Mais il est utile d’en 
.énoncer la principale conclusion; elle est écrite dans les 
équations ' 

^ A A| A “ ■ Aj ^ 


( 3 a) 


<fA, 

d Kj 


7i 

A| — A, 
7» 

A,— A 


A| — A 


^ A, — A| 

Cl 


qui expriment la loi des variations des forces élastiques 
principales dâqÿi-nn système isostatiqiie; c’est-à-dire dans 
un s^uime^p^ogonal tel, que les surfaces conjuguées ne 
sont sdwcité^^ue par des forces élastiques normales. Ces 
forces A, A,, ‘‘A, sont dirigées suivant les tangentes aux 
axes curvilignes des .r, V, : F, sont les, compo- 

santes des forces extérieures suivant les mêmes- taugen tes: 

I I •’-è’*. 

P est la densité du milieu solide: — » - sont'lésM&As^côuî**' 

i'' " 

bures de la surface dess,,.Vi; —> -i celles df ^“'«urfacevdcs 
>— î celles de la surface des w, . « -lü 

7 c, . 'f . • - 

NAus placerons ici, sans les développer, deux COÉi^ A 
quences réinar(|uabl<$s d<bs équations ( 32 ). Oi/déduit 
équations les conditions d’érjuilibre d’unc-Stirface'éfestiqnî^. 
ou plutôt d'nne membraue courbe et d’épaisseur unifod^’ 
les deux faces de'la membrane 5 ont^deüx'’surïaCes e!f(fènie- 
ment voisines, appartenant à l’iiu deSrtU’pis syljèiffcs coor- 
donnés; Idlir normale commune âémi^btl'linéairc,. et 
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' sans courbures, de l’axe des 5 ; on a 

rfA 


I I 

= 0 ,, -=o, -=o, 

as c y 


et les équations (3a) se réduisent aux suivantes ; 


(33) ; 


Al A, „ 

1 1- pF = o, 

7 > 

dAt A] ‘ A, 

— h pri — ; 

dsi •/, 

r/A, _ A, — A| 

— h pf, — 

as. Cl 


• » ■ 
• * \ 


Les conditions d’équilibre d’un fil élastique, de section 
constante , sont pareillement comprises dans les équa- 
tions (3a) ; le fil est dirigé suivant l’axe courbe des s; la 
section est un élément-plan, et sans courbures, de la sur- 
face des 5 , s, : on a 

dA, 

Al — o. A, — O, 


cls, 


dA, 

ds. 


I I 

- = o, - = o; 


et les équations (3a) deviennent 


( 34 ) 


ds 


> A A 

-f-pF“0, — hpFi = o, — t- pF, 


: O. 


Nous ne nous arrêterons pas à la discussion des groupes 
d’équations (33) et (34), laquelle reproduirait des théo- 
^nèmes démontrés dans le Cours de Mécanique rationnelle. 

Nous ne voulions que montrer comment les anciens pro- 
. blêmes de l’équilibre d’un fil et d’une surface, élastique se 
rattachent à la théorie mathématique de l’élasticité, dans les 
milieux^^olidcs. - • 

- ' -if— • . ■ ■■ ■ 
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DIX-SEPTIÈME LEÇON. 




Application de la Ihéofie de 1 eiftalicitc à la double réfraction.— Conditions 
de la birtTringence. — Équation aux vilfesses des ondes planes. 


UV 


-Q . 


‘tr’ 
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91 . j4p^}icalion de la théorie de l'clast^ilé à double 
r<^mc//o« ..— Jus(|u’ici nous avons trai^é^ ]|i' tliforic de 
l’élaslicilé comme une science raiiondelle, '■donnant l’ex- 
plica^ioç complète et les lois exactes de faits qui ne peu- 
i^nt'pas évidemment avoir une autre origine. jNous allons 
maintenant la présenter comme un instrument de rejlier-’ 
ches, ou comme un' moyen de reconnaitre si telle idéefpré- 
^^j^conçue, sim la cause d’une certaine classe de^phénomènes, 
‘est vraie ou fausse. C’est sous ce dernier point de vue que 
Fresnel l’avait consi^d^t-Cjnors de ses belles découvertes 
sur la double réfraction, et ses commentateurs auraient dù 
suivre plus scrupuléusément sou exemple. La théorie phy- 
sique de^ ondes luimpeuses pcfrte certainement en elle 
l’explication' future de lous les phcnodièîies de' l’optique ; 
mais cêtte explication complète né peut être atteinte par le 
seul secours de l’analyse mathématitjuc, il faudra revenir, 
el^quvent, aux phénomènes, à l’expérience. Ce serait une 
grave erreur, que de voijlôir créer^dès aujourd’hui, une 
tlÿéoric mathématique delà lumière; cette tentative^ iné- 
vilablcment.infruc^ueuse, jetant des doutes sur le pouvoir 
de l'analyse, regarderait les vrais progrès de la science. 

■ Il nous parait donc utile de bien préciser le rôle que 
^ doit remjdir l'analyse mathématique dans les questions de 
phyrique, et, pour cela, nous ^ne saurions choisir un 
meilleur exemple que. celui du ^travail de Fresnel ; mais 


I ■ 

*4 




■ DIgitized by Google 






•h 


0m 

Vf 




V 

226 1.*^^ LKCOÎJS ï. 

, U ; 7 . A . ' . 

nous présenterons ce travail comme il ‘aurait 'j^tqr^U, si # 
,% tbéàrie de l'élasticitc des^milièux solides avait été aussi 
I bien établie qu’elle l’est aujourd’hui.» Nous supposerons 
connus le fait de la non- interférence des rayons polarisés 
à angle droit, et celui de la double réfraction du verre com- 
pi inié dans un seul sens, he premier démontre que les vi- 
brations lumineuses sont transversales, ou qu’elles ont lieu 
sans altérer. la densité du milieu vibrant. Le second fait- 
voir que réfringenee d’un coi-ps diaphane dé^jend de 
la différ(^nce d’élasticité qu’il présente, dans des directions 
diverseJaitf^ur d’un de ses points. Cette dépendance semble 
indiquer que les molécules mêmes des corps diaphanes re- 
çoivent, exécutent et communiquent les vibrations lumi- 
neuses, puisqu’une simple inégalité dans les intervalles’ de_^ 
leurs niolécülcs modilie la lumière transaiisë^ au pointée 
doubler sa roule. 

Telle est l’idée préconçue donfil s’agit de reconnaîtra 
vérité ou la fausseté. Si'^elleÿ.est Vjçaie, les états vibratoireV^"^ 
que la lumière établit f8ans uii eorps cristallisé, diaphane (f 
et biréfringent, doivent être représen^s par les équations 
les plus générales des petits luouvements'întérieurs des mi- 
lieux solides homogènes; i^esi-à-d^e par leséqt^alions (4) 
du n° 8, où^ les" N;, T,- ont les yàlédrs (G^i’n® 13, cori- 
tenant trente-six coellicients. Ces èoeflicients sont^lls con- 
stants, ou bien sont-ils des fonctions à courtes périodes, 
conïmc il est dit au n“ 1 1? C’est ce qu’il est imposable de 
dire à priori. La copaparaison des résultats fldlinoÿ par 
l’analyse, avec ceux fournis parM’expérieüce^ péTul seqlê 
déciaer cette question. Admettons la ponslance des coelH-_ 
cientL 11 faut d'abord que le fait gé;iéral de la double ré- 
fraction puisse se produire dans le milieu, cristallisé; c’estr 
à-dire qu’une'onde plane de vibrations transversales ou de' ^ 
lumière polarisée puisse se propager avec deux yîtesses 
différentes, appartenant chacune à une direction p^rticu- 
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~ !hère ^e la vibration. Cherclions- les relations qui doivciu 
exister énirc les « oeflSeieiUs, pour qu’il en soit ainsi. , 

«.Reproduisons les équations générales citées, et dont la 
vérification est necessaire. Oans 1 ordre de phénomènes que 
noès étudions, les forces extérieures X», Y», n’entrent 
pour rfeu,,et les équations aux différences partielles (4). 
n® 8, SC réduisent à 


(0 



fl’lt 


li‘l' 


rlUv 


» ' Les N, , T, , avec leurs coelEcients supposés constants, s’«x- 
priment, a 1 aide des ■, de la manière suivante: 

« ^1 •• t . , 

%= A,- — + B, — C, — . -t- D, I — H v) 

dx . dj •\tlz dy) . ■ -, 

I — tl./ — — (- ift)i 

€IJC # tiv ' 





% 


. 92. Conditions de la biréfrw^enc^!%- Posons actuel - 
enient . •«**>' 

4^/ V - « = EQ, <’ = ,Q, 


(3). 


Q = « cos 2 nr 1 


1 . V iti’ 4- /»’ rf-)/’ r, I, 


o; 

i5. 
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U est l’amplitnde de la vibration propagée^z’ sa durée, l lîî'^ 

JS ,■ ' S' ^ 

Icdq^eur d’ondulationj en sorte que - représente la ^i te&se 
de propagation ; g est la perpendiculaire qui ni^ttÿeu’^s^ 


tance, à l’origine des coordonnées, de l’onâS^Tàn^^as^aïit 
par le point M que l’on considère ; m, w,’fp »Ofat les cosi- 
nus des angles que cette perpendiculaire fait §vec les axes ; 
I, r,, ^ ceux des angles que fait avec les mêmes axes la di- 
rection de la vibration; les vibrations lumineuses étant 
transversales, leur direction est parallèle à l’onde plane; 
de là résulte la dernière des trois relations entre m, n, p 
et 'Ç, Vi, C, insérées dans le groupe (3) ; elle donne aux va- 
leurs des U, w la propriété de vérifier l’équation 0 = o. 

Les valeurs (3) des u, w étant substituées dans les 
N,,. T,- ( 2 ) les transforment ainsi: 


(4) N, = 2^aï,,s, T. = ^E,s, 

où S, , Gi sont les expressions 


r / 

*/ 

4 * r , 

« 

■ 




(5) -X, = (wA.- 


C ■ • 9\ 

S = «asm 27Î I J 

ra F;'-4- /lÉj) Ç Gj = (m tX,i ■ 


• -I- (ffîFj -H nB, +pD;) n ÿ-i- 4'" 

’’ + (wE, -f- nD, -|-pC,) Ç ■ y -H (ni G,' + ï ^ 

• _ ■ -_ ’ * “'f'' ' * * . 

et la vérificâ^pn p^ssaire des équations (i) conduit aoA 
relations T * 


T 


( 6 ) 


V* V 




SDK l’élastiCité. 
si on les ajoute après les avoir respectivement multipliées 
^ par p, on obtient une équation dont le second membre 

est nul, puisque 

( 7 ) • + «n -4-/>Ç = o, 

. . ,/ir . . 

et^ont le premier membre est une fonction linéaire des 
comme les c%,-, G; ( 5 ); cette équation peut donc se 
* m^tre sous la forme "V 



t 

f 


(8) 4 -P^= o.. 

.i.f* << 

."v' 4 SI les deux équations (7) et (8) ne sont pas identiques 

' y entre elles, l’onde plane, dont la normale est déterminée 
par les cosinus m, n, p', ne pourra propager qu’une seule 
• ‘vibration. En effet, si l’on prend 


| = cosf QOsij/, >1 = cosif sini|/, Ç=;sinip, 

ÿ 

les équations (7 Vct (8) deviennent 

. . V , • M 

{/n coSi{< + « 8iniJ<) cosij) + siny = O, 

• (M eosi|/ 4- N siniji) cosf +P siny = o; 

► ^ * 

* P 

d’où l’on conclut 


m cosJ/ -f- n sinJi M cosJ; 4- N sinJ» 
(\ _tangç = — — 1- 1 = ^ 1, 


' (9) i. 

*' * 


tangij» = 


pM — »iP_ 
nP— / jN ’ 


l’angle ij», et par’suite dj, étant ainsi donnés par leurs, tan- 
gentes trigonométriques, la direction ((f, ij/) sera unique et 
déterminée. De là résulte que l’onde plane donnée ue 
pourra propager, dans le, milieu cristallisé, que des vibra- 
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liûÿs^d’une seule direcliou; c’est ce qui a lieu, comme ou 
le sait, pour certaines tourmalines. Mais, IxDrmi's cas ^ 
particulier, pour tout cristal biréfringcn^»^ une ‘onde 

plane donnée doivent correspondre deux dircctioni diffé- 

<4 


rentes de la vibration qu’elle peut propager. 

’ soit iiu " 

ni P * 


Il faut don6 que la valeqr de tang'^ soit inüi 
se, on que l’on ait ^ 


(lo) 



et cela identiqueipent, c’est-à-dire quels que soient tu, n,^.- •'i 
L’identification de ce groupe (lo) conduit aux relation^-' * 
chercliées : pour y parvenir, on peut représenter la valeur 
commune des rapports (lo) par 






( ti) S{. = -h p'y -i- nj)§ -i- pmt -+- mntf, 

-J , 

«, |3,..., cÿ étant six constantes indéi 
donne 


( 12 ) 


M = IS = nA,- 



tninccs, ce qui 

^ . 


puis, par la substitution des 3Ô,-,,C^,(5) dans les rela- 
tiens (6), et par le mode de comhii^mlbiir qui conduit à 
l’équation (8), on détermine f^^^l^Èmit les polynômes 
M, N, P, lesquels sont du troisiëiïre degré en m, n, pt^ ces 
polynômes étant respectivement identifiés avec les pruduhs .. 
7/iA, niR., pA, on obtient des relatifs entre les ddeffi- 
cients desN,,T,-, et ceux de'7R.(n)5 ^îininantees dcrnici's': ''V 
on a les valeurs des trente-six coefficient», à l’aide de 
douzp d’entre eux, lesquels restent iuJélerminés. 

93. Equations qui^ régissent les vibrations lumineuses . 

— Enfin, substituant les valeurs trouvées dans le#., T, ( 2 ), 
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SDR i^LASTieit^. 
ces composantes des forces élastiques deviennent ^ 

B, = a.^rî^_,C_+rD^_ 

N,_B0 2A- -2^— 


•r 

{•3.. 


CO 

” ' J' ë ^ (s ë) 






v<r 


/r/« 




t/x J 


.T, = -5.JO + 2Eÿü-F(jV^') 

* ,. /('/<«’ '/«iW , /</« ■' f/p 

-t- i, I nfat. DI 1 

- \rf/ (ix 

'_ . ' aK" / </k rfu'\ 



„ / rftv (■/« 


W 


,u\ ‘ 

’rfjfj ’ 


et ne contiennent plus que douze constantes. Comme il ne 
s’agit ici que de vibrations, transversale», lesquelles ont lieu 
sans que la densité soit altérée j nous supprimerons les -, 
ler^ôcs en 6, puifquc ççtte fonctioij^.^ra toujours nulle; il 
^ ne restera plus que les six Consiàntes D, E, F* A, C, i. 

• Farces valeurs (i3Jà^ lés équatiotV|,,^i) deviennent, quand 


6 = 0 , 


ik 


du ' dw 


(■4) 




,dz 

'^d'u 


dr 


du 

dVf ^ d\ 
djr dz 

dXS dw d^v 

dz dx ^ dt' * 

rfy . rfO *' rf»«e 

dx 

e 


dy ^ rfr' ’ 
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où ü, V, W sont, pour simplifier, les fonctions 


â 


/.V 


(S - ri-) - ^ (S - s) - ' (I - è ) = «■ 

Ces ^qi$ktions (i4) doivent représenter les 'roonveinents 
vibratoires du milieu solide cristallisé, d’où naîtraient 
\*toutes ses propriétés optiques, suivant l’idée préconçue que 
. ' nous' voulons juger. 

ïl.est évident que tout autre .système d’axes coordonnés, 
rectilignes et rectangulaires, conduirait à des équations de 
'mênae^forme pour représenter les modvements ii^érieurs 
doutai Vagit; c’est-à-dire qu’on aurait , 




du' 


(h/ 

rfTV' 


di>' 


€lw' _ 
rf? - 


(.6) 




_ 

dz' • €lt‘ 
d‘\i' dW dW 

dz' ^ 17 ’ ’~^lr 
rfV' rfO' _ /dV-' 
^ dÿ -^'W' 



où U', ’V', W' seraient, pottu' simplifier, les foiMÎîoïis 

I - 1 ) =-'• 
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Mais, s’il s'agit du môme milieu cristallisé, les groupes (i6) 
jt'(i7y doivent se déduire des groupes (i4) et (i5) parla 
simple transformation des coordonnées. Si l’on adopte, pour 
cette transformation, le tableau (i) et les formules (2), (3), 
{4)j (5) et (7) du n° 18 de la quatrième Leçon, on trouve 
que les six nouveaux coefficients D', E', F'; A', C'i S’ dès 
fonctions U', V', "W' (17) doivent s’exprimer à l’aide des 
anciens coefficients D, E, F ; A, C, # des fonctions U, V, 
W (i5), et à l’aide des cosinus /n^, n,-, pi, de la manière 
suivante : 


(18) 


s r 


C = m\ A -i-n]C-i-pli + 2 /ï,/>,D-l- 2 /? 2 /n,E-l- 2 OT,/J,F,. 

P = m\A + n\C-\- p\^ +2/i3/)3D + 2^3mjE + 2 mjn,F, 

D' = m-,m,A -t- n,n,C + pip^i -t- -H niPi)Ei 

-t- (/7,OT3 -f />3OT,)E + (/«in, + m,«3)F, 

■E' = OT,/7»| A -I- «3'«,C -f- H- (n.i/’i + «i/>s)D ■ ^ 

F' = CTim,A -f- /»i/iiC -t- ptPt^ + {n,p, + /?3/>i)P 
+ [pitn, -f- ;>,/», )E + H- /n,/î,)|'. ■■ 


' , Ces relations sont les mêmes que celles (i i), n® 18, qui 
lient les N|-, T|- aux N,-, T,-; et, dans ce rapprochemeriï^ 
les A, C, S ainsi que les A', c', P remplacent les K,- et 
les N'i, tandis que les D, E, F, ainsi que les D', E'-;^', 
remplacent les T,- et les Tî . Or, on sait qu'il existe un sys- 
tème d’axes des a;', y', z' tel, que les composantes tangen- 
tiellcs Tî sont égales à zéro; il existera donc, pareillemeut^ 
un système d’axes' dcsa:',_y', z' tel, que les D', E', F' seront - 
nuis. Rapportons les équations (i4) à ce système particu- 
lier; en posant 


.^19) D = u, E = o, F=o, A = pa’, 
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elles deviennent 


* 


(20) 



I du \ / du’ du\ 

^ dxj \rfjT dz ) 

dz dt' ’ 

^ / du dv \ 

J \</r dxj ^ 

dx dt' * 

^ fdv r/(v\ 

3 dy j _ r/’it- 


dy 


df‘ 


di' 

dj 


dz 


Telle est la forme la plus simple que doivent avoir les équa- 
tions qui représentent, dans l’hypothèse posée, les vibra- 
tions lumineuses du milieu cristallisé et biréfringent. On 


3 




remarquera qti’eu su^^posant a — h = c= y/~» ces équ^ 

lions (20) se réduisent à celles que nous avons obtenues^ij 
dan% notre onzième Leçon, pour représenter les vibration^ ^ 


sans changement de densité, des milieux sobdes homogènes 
e t d’élas ti ci té Tco u s ta II t e , 

•''nlanes. — Mais 


* J 


Équations aux vitesses des ondes’'p, 
il est nécessaire de vérifier que les équations (20) com- 
prcilçent ou i^produisent le fait général de la double ré- 


fraction, énoncé au n° 91 . Pour cela, substituons dire'cfe- 


ment, dans ces. équations , les valeurs ( 3 ) des u, f, iv; 
‘^représentant actuellement la vitesse de propaga^n ■ 
^^.^Poiide plane, nous obtenons les trois relations , -•** 


-de 

T 


I (c’«’ ^ è’ys’ — V’)Ç — c^mn .n — b^pm . Ç =; ô, 
tc’iiin.^ -t- (n’/i’ -f- c^nd — V’).« • — à‘np.X, = o, r 
tidpm,'^ — a‘np,n -K- (è'm’-t- — V’). Ç = o; • 
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ç ^ • * 

éliminent les rapports on a pour équation finale 


+ y^p-^ — V’) («’/■>’ 

'] a^'n^ p' — V’) 

(22)' 1 ‘ i 

' *ï — h* n*/>j2/ /A «a _u /*’ /TI* — 


— V’) + — V’) 


) — b‘ p'm^^tPp^ -h c'm' — V’) 

l — c* m' n’’ tb' + a‘ ri' 


V’) — 2rt’ b‘‘c'‘m'n'‘p' — o. 


Posons . 

'^i’c’!^+ c’n’/i’ -t- fl’ P, • 

- •*' . .a* 

trouve successivement 

’n*-+- 6’/P) («V’ ■+■ ( b^m^ + o^n 

{ P — i’r’/n’)(P — c’rt’n’)(P — a’b^p*) 

^ = P(n’/ï’/j’ H- b'p'm'‘ + c'in'n^) — li^ b' m' ii‘ p^ 

= •xa'b'^c'm'^n'p'^ + a' n'‘ p' [c‘ -t- b'‘p') 

4 - b'p^m^[ft^p^ -+- c^m^) - 1 - c' ni' n'' [b‘‘ m'‘ 4 - n’n’); 




_^et l’égalité du premier m^Ê^re et du quatrième (24) dé» 

- »X- 1 - i ' *1 * ’ **- . 


B, 

et I egalil ^ 

^(j|^lre ^'ine Iiuk^^^^tdcY*, dans l’équation ( 2 a),'/ 

est ni^: ou,a,jm outre, f' 

-\ .* "* •i,,-*’'. ' . 

1 {a' p' 4 tl c' m')[b' mP ^ H' n') — a'n'p' = m’P,^ 
(b'm'-+- II' rt')[c''^ 4- b' p''U — 'b' p' m' ^ 

(c- n' 4 - b'p')(a' p' 4 - c'm ^ — c* niSt^ — p' P, 

'* V , 

et le coefEdent de — V*, somme des trois premiers meu^ 

■* Lres (a5), se réduit à P. ,— ^ ■ » ^ 

D’i^ès cela, l'équation ( 22 ) dévelojipée^ réduitun.dj- 
^ visé^par ^ — V’, est simplement . V* ‘ ' 

fil* ( ^ t + fl’f/P 4-fa^ -<- l"lp']T- 

^ I .• 1 -J. fb'c'nî' '-^'^a^'^^ti'p') = O. 

' - ** • 

ou bien, donnant m* + n’ -Kp*, OB-i’unité, pourcoefEcient 
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à V*, mctlant les m*, n*, p* en facteurs communs, 

' /n=(V= — 6=)(V> — c’) -f-/ï'(V’ — e=)(V’ — a’) • 

— a")(V=— i")=o', * 
ou encore, divisant par le produit des trois facteurs en V*, 

, w’ n' A>’ • ' 

) V' — a’ V= — é’ V= — c- ~ 

L’éqt^tion (a6) donnera deux valeurs de \’; à chacune 
d’elles correspondra, par les relations (2,r), un seul s'ysième 
de^Valeirt^ de «, Ç. ‘Ainsi l’onde plane,- dont la normale 
faiti^âtJhs axes, des angles dont les cosinus sont mi n,p, 'M 
,avec des vitesses differentes J des vibrations W 



petj 

de deuxflîA||^ons déterminées, dans un milieu cristallisé, i 
dont les étîm*vibratoires, sans changement de densité, sont;. ’ 
représentés par les équations (ao). Le fait principal de.1^^ . 
double réfraction étant ainsi vérifié, nous déduirons, dans 
la prochaine Leçon, d’autres conséquences des mêmes 
formules, afin de reconnaître si elles s’accordent avec les 
faits, si elles sont autant de propriétés optiques des milieux 
biréfringents. ' • 

9S. Formules et notation^^ Mais il importé d’établir’* 
d’abord des formules, une iraBliPn et un genre de calcul 
qui faciliteront les recherdU^ont il s’agit. Supposons 
Désignons par (V, >Y,) les deux ra- 

cines de l’équation (a6) ; on pourra poser les trois relations 

I Sj fli’ + n’ H- = I , 

(4’ -I- c-)in- -t- (c- -;t- a’)«^ + (a’ -I- b')p^ = VJ -I- VJ , 

-t- a’4’/5* = V J VJ ; ^ . ’ 

d’où l’on conclut, par une élimination facile, "*■ , 


(3o) 


(a--VJ)(a»-Vj) 
(a’ — 4') — e') ’ 

' (4’ — c=)(fl- — 4=) ’ 

, — c’) (4^ — c'j ’ 
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valeurs qui donnent les cosinus m, n, p en fonction de deux 
paramètres Vi , Yi, dont les limites, assignées par la con- 
dition de la réalité, sont telles que 


(3i) a>V,>é>V.>c; 

c’ést-à-dire que Y, ne peut surpasser a ni être inférieur 
ài, que Yj ne peut surpasser h ni être inférieur à c. Il 
sera plus commode de mettre les valeurs (3o) sous la forme 
symétrique 

(c“ — a') (a’ — ê’) 

(6’ — c‘) (c’ «^) 



Une grande simplicité résultera, pour les calculs que 
nous- devons faire, de la considération du tableau 


( 33 ) r. 


Ç, 0 % — c^), b-c-, a', {6‘ — f‘), 

», (c’ — «3), c’a’, b', (c' — a‘), . . * 

Ç, c’, [a'~b-), a-b-, c', (a*—*'),..., 


où toutes les quantités qui entrent dans nos formules se 
trouvent rangées de telle sorte, que chaque colonne verti- 
cale contient des symétriques, et chaque ligne horizontale 
des cosymétriqiK's. Pour indiquer la somme de trois termes 
symétrii^es, nous emploierons le signe S devant un seul 
de ces termes; ainsi, on a 

(34) 's(é’ — c’) = 0 , Sa’‘(6’ï^c’) = o, S(é' — c*)= 0 , 

et si l’on désigne par A le produit ' ^ 

(35) * (i’ — c’)(c’— a’)(a’— é’)= A, 

». « 

on^érifie aisément que 

(36) Sé’c’(è? — c’) = Sa<(i’ — c’) = — A, Sa’(6‘ — c‘) = A. 


♦ 
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Puisque VJ et VJ sont les racines de l’équation (a 6 ) ou 
( 28 ), on a les trois relations 


(37) 


' v; — a» ^ ® VJ - fl’ “ 

S- 


(v;- fl’) (VJ- fl’) 


O, 


la dernière résultant de la soustraction des deux autres. Si 
l’ou pose ' • 

( 38 ) { V’ - fl’) (V? - è’) (V’ - c’) = n,-,: 

on a aussi les formules T ' 


< , 


( 39 ) StVT 


(V? - fl’)’ 


VJ-VJ ^ fl,’ 

’■ .. 5 O- 


Vî — V? 


(VJ - «=)’ 


En effet, on trouve successivement, par les valeurs (3a), 
par les relations (34), (35) et (36), 

S • _ Ls ( è’-c’)(v;-fl’) 

(VJ — a’)’ « A Vf — fl’ , 

A , Vf — a’ 

= - s . 

i', A »Vf — a’ 

• ' VJ — Vf _ , r , . . 


An, ' 

v)-v? * 

- n, 



. •* 


ce qui donne un exemple de la simplicatio'n que Ifemploî 
du signe S peut apporter dans le calcul. . 


\ » 


s. 




. t 

« 


^ ^ ..A.»* 


vVOOl^lc 
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DIX-HUITIÈME LEÇON. 

J 

' Directions des vibrations. — Équation de la surface des ondes. — Points 
« conju(*ués. — Relations symétriques. 


• * " V * 

■ 96. Directions des vibrations. — Dans celte Leçon et 

celles qui la suivent, nous laissons de côté la théorie de 
l'élasticité, pour rechercher toutes les conséquences qui 
, résultent de la double vitesse de propagation des ondes 
planes, telle que l’analyse nous l’a donnée j pour déGnir 
les propriétés optiques que ces conséquences assignent aux 
milieux biréfringents; enGn, pour exposer les règles capa- 
bles de déterminer à priori la marche de la lumière dans 
ces corps diaphanes. Quand cette théorie analytique sera 
aussi complète que possible, nous la rapprocherons de la 
théorie physique des faits connus, et scrutant avec soin 
leurs concordances, leurs désaccords, nous essayerons d’en 
déduire des réponses aux diverses questions posées, savoir; 
si ce sont les molécules pondérables d’un cristal qui exécu- 
tent et communiquent les vibrations lumineuses; si lës 
coefficients dçs N,-, T,- sont constants ou variablts^ et, en 
outre, si l’approximation qui limite l'influence des dépla- 
cements à leurs premières dérivées est réelleraéat sulli- 
sante. • * * * '• 

Cherchons d’abord quelle direction de la vibration co^-^ 
respond à chacune des deux vitesses de propagation d'une , 
même onde plane. Désignons par £,■ , les valeurs de 

’ Ç) K potir V = V,-. La première des relations (ai), n° 91, 
donne » 

(c’n’ -I- — VJ) çi = -I- * 


•*» • 
t 
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multipliant par ajoutant, de part et d’autre, le terme 
il vient 


(0 


— a»Vj)Ç, = m.Si*c’mï,; 


et, si l’on observe que Sô*c’m’ = Vî V’ , si l’on pose, en 
outre, 

(a) Si’c’mE,- = ç,-, 

' 

on aura la première des équations du groupe suivant ; 


(3) 


>ii 


Ç, 


9i 

m 

5. 

T» 

m 

“V? 

f, 

Vf— fl»’ 
n 

“Vf 

?> 

n 

“Vf 

Vf— 

>î J 

“Vf 

Vf- 6’’ 

_ ?> 

P 



P 

Vf 

Vf — c-' 

Vf 

Vf- c’’ 


les autres s’obtenant par le même proeédé. Ces équations, 
rapprochées des trois relations (Sj), n° 95, donnent 

(4) S/n?, =o, S//i?, = o, SÇ,?, = o; 

ce qui constate que les deux vibrations sont parallèles à 
l'onde plane, et démontre, en outre, qu’elles sont perpen- 
diculaires entre elles. 

La somme des carrés des cosinus des angles qu’une 
même droite fait avec les axes, étant égale à l’unité, on 
déduit des deux parties du groupe (3) 

/y.Vs -, /y»V^s -1 

et, d’après les formules (3g), n” 95, 

ir:\ ?1. . / 

' '' vf"“Vv;— vî’ vî~Vv;-v|’ 


)inili/nri hv Caicial 


% 




te ' 

- ■*- fm »v 

' • SUR L ÉLASTICITÉ. ’ *> ^ 

ce qui transforme le groupe (3) en celui-ci : 

vj-'fl’ vj-i’ v;'-T.c> 

«|#=. V? — Vj ’ c»— ’a-— 

2_ v; — é> VJ— c= VJ — O»' 
VJ — VJ ■ a’— A’ ■ é“ — c“ 
,___VJ^ Vj-aJ VJ-A= 
VJ — VJ c’’c=— a»’ 
VJ — ^ VJ — VJ — c» 
a’ — * 

VJ — a» 


'24 I 


(6) 




VJ-YJ c’- 
VJ— VJ- 




VJ — VJ ' ' ’* 

V\ — c' VJ — a- VJ — 


A chaque groupe de valeurs des paramètres V, et V, corres- • . 
^ndent des valeurs particulièreS'(3o), n° 95, de m, n, ' 

; ,. et, par suite une onde plane; les formules (6) donnent alors 

-*, t immédiatement les directions des vibrations propagées par 
cette onde. 

' On a, par exemple, le triple tableau suivant ; 



iG 


Di^itized by Google 


* 




242 ' 


\l) 


LEÇONS 


0 

11 

/I = 0, 

ii 

v; p:; 


v; 


ç, = 0 




«?=. 



Ji, — 0 

£, ==0 



t, = 0 


t - 


qui (loiiiic irès-nellenicnt la définition des constantes <ï,i,c, 
lesquelles ne sontautres que les vitesses de propagation par- 
ticulières aux ondes planes parallèles aux plans coortlonnés, 
ou perpendiculaires aux axes que nous appellerons axes d'é- 
liisticilé. L’inspection des tableaux ( 7 ) conduit au résumé 
suivant : la vitesse b ou c, cosymélrique de x, y ou z, 
appartient à l’onde plane perpendiculaire, aux_y, ^ ou or, 
quand la vibration est parallèle aux z, a: ou aux s, x 
ou quand la vibration est parallèle aux y, z ou x. Ou 
autrement, la vitesse cosymétrique d’un premier axe appar- 
tient à l’onde plane perpendiculaire à un deuxième axe, 
quand les vibrations sont parallèles au troisième axe. 

97. Equaiion de la surface des ondes. — SupposonT 
qu’une suite d'ébranlements périodiques ait lieti en un 
point du milieu biréfringent pris pour origine, et que x soit 
la durée de la période; le mouvement vibratoire se propa- 
gera dans toutes les directions. Au boutde l’unité de temps, 
le premier ébranlement sera parvenu sur une certaine sur- 
face qu’on appelle des ondes, et qui n’est autre que 

la surface enveloppée par toutes les ondes planes, concor- 
dantes el possibles, une unité de temps après leur passage 
simultané par l’origine. Soient m, n,'p les cosinus des 
angles de direction de la normale à l’une des ondes planes ; 
lorsqu’elle .touchera la surface cherchée, cette onde sera 
représentée par l’équation *■ 

(8) OTX /7J -f pZ = V„ . 
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.(.OÙ l’on peut regarder m, n, p comme des fonctions ( 3 a), - » 

%. ii°,95, des paramètres V, et V, . D’après uiie règle connue, . ■ 
on^obtiendra l’équation de la surface enveloppée en ûli-;^*’'jj^ 
minant ces deux paramètres entre l’équation ( 8 ) et les . 

deux.dérivées . . 

I t!m tin dp 

X -f- y U Z — — — I . 

d\, ^ d\\ d\, ’ 




dm 

X— 


dn dp 

dV, ' 


OU, par les différentielles logarithmiques des fonctions 
m, n, P, entre les trois équations 

! \ c TT O. ’^x I mx 

(q) S/nx=V,, S— ; — = — , S =;o. 

que l’on peut remplacer par celles-ci : , 


(lo) 


• 

X= l{l, 

m 

Vî — a» 

r = ■•!'. 

n 

VJ — i» 

3 =,;<, 

P . 

Vf -■<? 


pourvu que l’on prenne if/, tel que 


n, 


..1 




V.(VÎ-Vf) 


d’après l’une des formules (3g), n“ 9o. Gara:, ‘_y, z ayant 
les valeurs (lo), on aura, d’après les formules du n“ 95, 


ift 

Smx = 4- V,S;«= = V, ; 


y\—a 


= 'î''S,v? 




+ V.S 




O ‘'‘X m- „ nd I 

a>)’ Ÿ;’ 




c’est-à-dire les équations ( 9 ). 


.^. 6 . 




-- »» 
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Les nouvelles équations (lo), entre lesquelles doit être 
faite l’élimination de V, et Vj , donnent d’abord ^ 

d’où l’on conclut „ 


( «2) 




On a donc, en égalant les deux valeurs trouvées pour , 
(il) et(i 2 ), 

(i3) n,=v?(Sx=-v;)(v)-vî). 

Cela posé, la première valeur (lo) peut s’écrire ainsi : 

,niV, /-i, A wV, , 

-= (Sx— «■); 

élevant au carré, on a 

-V 

d'où l’on conclut, en prenant la somme symétrique, ayant 
égard aux relations du n” 9o, et à la valeur (i3). 


%- S 



= V’S; 


7^(S^’- V?) 


Sx’ — a}^. ' (v; — «’)’ 

V|(Sx— VÎ)(V’-Vn 


= i; 


ce qti), donne enCn, pour l’équation de la surface cherchée,. 


(« 4 ) 


Sx’ — u’ Sx' — è’ Sx’ — c’ 


Remarquons que, d’après la théorie des surfaces envelop- 
pées, les valeurs (lo) sont les coordonnées du point où 
l’onde plane (8)j qui se propage avec la vitesse Y,, touche 
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V 


V 


V > *■ 
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la surface (i4)j c’est-à-dire de l’extrémité du demi-dia- 
mètre auquel on donne le nom de rayon lumineux dans la 
théorie physique que nous développerons plus tard, et où 
se trouvera justifié le nom même de la surface des ondes. 
Or, si l’on rapproche le groupe (3 ) des valeurs (10), on 
reconnaît que 

(l5 ) Sj:ç, = 0, _ ■ . 

en vertu des formules souvent citées. La vibration propagée' 
par l’onde plane avec la vitesse V, est donc perpendicu- 
laire au rayon lumineux correspondant. Cette conséquence 
importante établit, comme on le verra, une différence 
essentielle entre la théorie de Fresnel et celle que nous 
exposons. 

équation (i4) fient se mettre sons une autre forme. 
Soit Sx* = Sj on a, en chassant les dénominateurs, 

— (à’ c^)S -f- 6-C-] ^ 

— (c’ -t- «’)S -f- 
-I- ï»[S= — («“H-à’)S 
' =S’— (rt’-t- 

-f- ( 6-c’ -I- c’a- a‘‘b')S — a‘‘ 

« 

et, en réduisant, 

1 (ar- H-.r* -(- 2’) (a^.T- -f- -I- c’j’) 

— [a’(à’ -I- c’).r’ -h à’(c’ -I- o’) ^ (rt’ -(- i’) z‘] 

-I- O. 

C’est la forme que nous emploierons le plus souvent. Pour 
simplifier son écriture et d’autres calculs, nous posons 


• .(>7) 


Sj:’ = R, = P, Sa’(à’ -(- c’) a:’ = Q, 


et l’équation (16) devient 


(.8j 


BP — Q + 17 O. 


-f ■*. 
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Cette notation est fort commode, malgré son défaut d’ho- 
mogénéité. On remarquera que R et r sont de deux dimen- 
sions, P et P de quatre, Q et 9 de six. 

r 

98. Points conjugués de la surface des ondes. — La 
recherche de l’équation de la surface des ondes peut être 
abordée d’une autre manière. Le problème consiste à ■ ' 
trouver la surface enveloppée par le plan dont l’équation 
• ACSt 


(*9) 


mx -H ny -I- pz — V, 


les quatre paramètres m, », p, V étant liés par les deux 
relations 


( 20 ) 


j - /«’ + -i-'p’ = 1 , 

I V‘ — V^S (è= + c») /«» SZi»c‘/7î> = O. 


On donne plus de simplicité et un caractère nouveau à cet 
énoncé,_en posant 


( 21 ) 

la première donne alors 

( 22 ) 


m X n y P Z 

V èc* V cf V aè’ 


I _ Sa’jr'’ 


la seconde, dans laquelle on élimine ’V, devient 
Sx”.Sa’j:'’ — Sfl’( 6 ’ -I- -+-7 = 0 , 

et en posant, comme au groupe ( 17 ), 


(?3) 

» 

< , 

se réi 

.<»4) 


< 1 

se réduit à 


Sa;'= = R', 

I So=.r'> = P', 

-t-c’) Q', 


R' P' — Q' + tJ = o. 
s . 
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F.nfin, l’équation (ip) du plan générateur, quand on ysub- 
stituc les valeurs (ai), prend la forme 


1^ 



Alors le problème consiste à trouver la surface enveloppée 
par le plan (a 5 ), x',y', z' étant les coordonnées d’un 
point M' de la surface auxiliaire (a 4 )* 

Or, d’après la première solution, cette surface auxi- 
liaire (24) n’est autre que la surface chercliée elle-même. 
De là résulte une propriété géométrique remarquable de la 
surface des ondes, qui facilite singulièrement son étude, 
l.e jioiiit M, aux coordonnées x, y, r, est celui où le 
plan (aS) touche la surface enveloppée. Le point auxiliaire 
M' est 1 e pôle (aj ) relativement à l’ellipsoïde 


(26) 


i! -11! 

bc ca ab 


Or, la symétrie complète des équations (18), (24), (aS) 
prouve que ces deux points M et M' peuvent changer de 
rôles. Ces deux points appartenant à la surface des ondes, 
sont donc conjugués, en ce sens cjue chacun d’eux est le 
pôle, relativement à l’ellipsoïde (26), du plan tangent à la 
surface mené par l’autre. Cette propriété conduit très-sim- 
plement aux valeurs des x,y, z, en x' ,y', z', et récipro 
quement. 

On sait que le pôle d’un plan donné par l’équation 


fr-¥sy-\-hz=\. 


relativement à l’ellipsoïde (26), est le point dont les coor- 
données Xt, y,, Zi permettent d’écrire l’équation de ce 
plan sous la forme 


X,x ^ ^ 

bc ca a b 
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d’où l’on conclut 

Xi=.hcf, jrt = cag, z, = abh. 


Cela posé, l’équation du plan tangent en M', à la sur- 
face (a4), est 


ar'[P' -f- — + 


D'" 


(a8) 


I ^'[P'-t-6’R' — 6’ (c’ -I- <i’)] 


z'rP'-l-c=R'— i’)l' 

4- ^z^,. 


OÙ le dénominateur D' est 

« 

{29) D' = 2R'P' — Q' = R'P' — ç. 

Or, le point M, aux coordonnées z, est le pôle de 
ce plan (a8) ; les formules (27) donnent donc immédiate- 
ment 


D' 


_ ,P' + &’R' — <,»(c» + a») 


jr = cajr 




D' 


(3o) 


et l’on démontre, par le même procédé, les formules in- ' 




verses 


(3i) 


, , P-+-n>R — 

X — OCX , 

, P-l- ï’R— é’(c» -(- a’) 

jr'=cax » 

z’=abz i, , 


• C 
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où D = RP — et qui donnent les coordonnées du point 
conjugé M', lorsque l’on connaît celle du point M, 

99. Rcdations ^métriques entre les points conju- 
gués. — Les premières équations des deux groupes (3o) 
et (3i), multipliées l’une par l’autre, donnent , 

(32) ( (é’ H- c»)J [P' a’R'— c»)] 

^ ’\ =(RP-g) {R'P'-q). 

développant, remplaçant b* -J- c’ par r — a’, a» (J* 4 . c*) 
par P — i* c’, conséquemment a*(_ùi!^c’)’ par 
— b'c*r ■+■ q, puis ordonnant, on a 

(33) I [PP' + 7 ( R + R') - '7'-] + ‘7«’[ RR'-P (P-t- P' ) - p] 

( =RR'.PP'— y (R-^R'_r) (P-t-P' — ^J, 

Enfin, si l’on pose 

( 34 ) 


RR'4-(P + P')_^=:^3R, 

PP ' + 7 ( R R' ) — 7r =: ac. , 

RR'.PP' — 7(R + R'— r) (P- 4 -P' — / 3 ) = L, 








y la relation (33) donne la première des trois relations 
^ 7a’3Tt 4 - = 

qb-OXi + c=n’3î.=:L, 

H-a^6’iK. = L; 

les deux autres résulteraient du produit des deux secondes 
équations des groupes (3o) et (3i), puis du produit des 
deux troisièmes. Par l’élimination de L, il vient 

(è’ — r’)”{ 701 C — a’3î,)=:o,_ ^ 

(c’ — a’) (r/an.’ — è’X) = o, • 

' (a> — è>) (yaiL— e»X)=o; 

* 

et, comme les vitesses a, i, c sont supposées inégales, il 



T*: 
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faut que l’on ait 

d’où 311/ = O, puis Ot. = o; c’est-à-dire 




(35) 


( RR'-)-(P- 4 -P')=/j, 

( PP'-+-<7(R-(-R') = .7r; 


d’où résulte évidemment que L (34) est aussi nul. Au moyen 
de ces deux relations (35), on 'peut déterminer R et P en 
fonction de R' et P', et l’on trouve 


• t 


(36) 


j“- iv ’ 

(P'—/;) — R'(R'— r) 


Pi=,: 


D' 


‘ ^ ainsi deux équations (35) symétriques en a:, y, z 

^^>et x*,jr', z'. On peut facilement en obtenir trois autres : 
d’abord l’équation (a5), que nous mettrons sous la forme 

ax'x by’ y - 1 - cz' z = abc, 

et si l’on remarque que ; 

Si>c’x'= = />R' — ,Q', ♦ 

S«'x'’= rP' — Q', 

- ^ 7 — Q' = — R'P', 

^ donne 






IV 

c > / i n/(P' — /’) — R'(R'— 4 P'P 

D' abc 


d’après les valeurs (36). On a donc, entre les coordonnées 
* de deux points conjugués de la surface des ondes, le groupe 

* r‘- ■ • 

*• ' À . ■ 

. > 

' * > 

J» 


* . Bigilized b'sf looglt 
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de relations symétriques 

a.r'x -f- by'j' ■+• cz' Z — abc, 
bcx'x + cay'y -^abz'z- R'R , 


2S1 








(37) 


P' P 

a*x' X b’y'y + r^z' z— — — ; 

•' •' abc 

R'R-f-(P'-t-P)=/), 

P' P 7 ( R' -t- R) = 7^. 


Si on éliminait x',y', z' entre elles, on retomberait sur 
l’équation (18), si X,y, z sur l’équation (24). Le groupe 
(37), même surabondant, pourra donc remplacer l’équa- 
tion de la surface des ondes; on aura ainsi un nouvel 
exemple du procédé fréfjuemment employé dans les rccher- 
cbes analytiques sur les courbes et sur les surfaces, lequel 
consiste à représenter un lieu géométrique par plusieurs 
équations au lieu d’une, en introtluisant des paramètres 
auxiliaires, ce qui permet de diminuer le degré ou l’ordre 
des équations. 

La théorie des points conjugués de la surface des ondes 
étant nécessaire à notre analyse, nous avons préféré la 
donner tout de suite, et en quelque sorte tout d’un trait, 
les calculs qui s’y rapportent se simplifiant par leur con- 
densation môme. La considération des points conjugués 
nous parait remplir,' dans l’étude de la surface des ondes, un 
rôle analogue et tout aussi important que la théorie partielle 
des diamètres conjugués dans l’étude des courbes et des 
surfaces du second ordre. Nous verrous, dans la prochaine 
Leçon, que cette association des points conjugués conduit' 
très-naturellement aux propriétés les plus importantes de 
la surface dont il s’agit, sans qu’il soit nécessaire de faire , 
usage du calcul infinitésimal. Cette surface mérite d’ètre 
étudiée par elle-même, et doit occuper une place impor- 
tante parmi les surfaces du quatrième ordre. On peut l’ex- 
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plorer, pour ainsi dire géométriquement, en s’appuyant 
sur la théorie des pôles et polaires, empruntée aux surfaces 
et aux courbes du second degréj comme l’indique la Leçon* 
actuelle; et en se servant des coniques sphériques et ellip- 
soïdales, qui la découpent en éléments rectangulaires, 
comme nous le démontrerons. On ne saurait trouver un 
exemple meilleur et plus utile, pour appliquer les belles^, 
méthodes enseignées dans le Cours de Géométrie supé- 
rieure, créé si près de nous par M. Chasles ; et pour vérifier 
les propriétés nouvelles des lignes de nature diverse tracées 
sur des surfaces quelconques, que les travaux et les Cours , 
de M. Liouvillc ont si bien fait connaître. 

11 importe de rappeler que l’équation (22), ou 


( 38 ) 


P’’ 



donne le carré de la vitesse de l’onde plane dont le rayon 

lumineux est OM ou pareillement ^ est le carré de la 

vitesse de l’onde plane dont le rayon Inmineux est OM' 

ou Ou, en d’autres termes, ^ est le carré de la vitesse 

de l’onde plane conjuguée au point M, ou dont le point M 
est le pôle, relativement à l’ellipsoïde (26). Nous dirons 
aussi que les deux plans tangents en M et en M' sont deux 
ondes planes conjuguées; et que ^chacun d’eux est l’onde 
plane conjuguée au rayon lumineux qui aboutit à son 
pôle. 


I 




é 
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Propriétés géométriques de la surface des ondes.— Axes optiques.-^ Cercles 
de contact et ombilics. — Courbes sphériques et courbes ellipsoïdales. 
— Cènes orthogonaux. — Variétés de la surface des ondes. 


♦ 100. Sections principales. — Avant de parler des pro- 
priétés optiques assignées aux cristaux biréfringents par la 
surface des ondes, il importe de bien connaître la forme de 
cette surface et ses variétés. Elle jouit d’abord de cette pro- 
priété remarquable, que ses trois sections principales se 
composent chacune d’un cercle et d’upe ellipse ; en effet, 
son équation (i6), n° 97, devient 

I pourx = o, {y‘‘ + z' — «’) — i’c’)=o, 

pourj^ = o, (s’-t-j:’ — ft’) (c’z’-i-a’x’ — c’a’)=o, 
pourz = o, — c’) = o. 

D’après l’ordre décroissant a~i;> c des trois vitesses 
principales, le cercle est extérieur à l’ellipse sur le plan 
des^z, intérieur sur celui des ay, et les deux courbes se 
coupent en quatre points sur le plan des zx. Essayons de 
définir la forme que doit avoir la surface, en nous bornant 
à l’angle triedre des coordonnées positives. 

A partir de l’origine O, on prendra deux lignes propor- 
tionnelles ou égales à a, l’une ÜA sur l’axe des j", l’autre OA’ 
sur l’axe des z; deux lignes égales à b, l’une OB sur l'axe 
des Z, l’autre OB' sur l’axe des x; enfin deux lignes égales 
à c, l’une OC sur l’axe des x, l’autre OC' sur l’axe des jy. 
On tracera, sur le plan desji^z, le quart de cercle AA', le 
•* 
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quart d’ellipse BC'; sur le plan des zx, le quart de cer- 
cle BB', le quart d’ollipse CA'; enfin sur le plan des xy, le 
quart de cercle CC', le quart d’ellipse AB'; toutes ces cour- 
bes ayant O pour centre et leurs axes sur les arêtes de 
l’angle trièdre. Soit, sur le plan des zx, ® le point d’intersec- 
tion des deux courbes tracées ; la section complète donnera 
trois autres points semblables, ou quatre en tout, symétri- 
quement placés sur deux diamètres de la surface. Ainsi qu’il 
va être démontré, ces quatre points spnt seuls communs aux 
deux nappes qui constituent la surface, l’une extérieure ou 
enveloppante, dont la trace, sur les plans de l’angle trièdre* 
choisi, est^A'AB'ï; l’autre intérieure ou enveloppée, dont 
la trace est ‘PBC'CÎ'. 

Pour obtenir une représentation sensible de la surface 
des ondes, le procédé suivant est encore le meilleur. Ima- 
ginons que l’angle trièdre des coordonnées positives soit 
coupé suivant l’axe des_^; que le plan des zy tourne autour 
de OZ pour se rabattre sur le plan des zx\ qu’enfin ce der- 
nier plan tourne autour de OX pour se coucher sur celui 
des xy. On pourra dessiner avec exactitude, sur l’unique 
plan qui contient ce double rabattement, les différentes 
traces de la surface, telles que nous venons de les définir. 

' On aura ainsi, sur une échelle aussi grande qu’on voudra, 
la fig. 6. Si l’on rétablit ensuite les trois plans dans leurs 
positions primitives, et si l’on se place de manière à les 
voir sous un mèmp angle, on se formera une première 
idée, exacte et simple, de la surface qui doit réunir les 
traces dessinées. Enfin, c’est en imaginant les mêmes choses 
répétées dans les huit angles irièdres des plans coordonnés, 
que l’on peut se figurer la forme complète de la surface des 
ondes. 

101. ^xes optiques. — Pour constater l’existence des 
deux nappes, et leur mode de liaison, soient : p un rayon 

% 

* 
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vecteur, et f, g, h les cosinus des angles qu’il fait avec les 
axes, d’où 

( 2 ) Æ=/p, y = gf, z = /ip, S/»=ij 
l’équation (16), n° 97 , deviendra 

(3) p'Srt’/' — p’.Sa?(6’-+-c=)/= -4-«’6 ’c^S/= = o; 

multipliant par 4-Sa*y’, et résolvant, on a * 

(4) 2p’SaV’ — Sfl’(i’-+-c’)/’=dbW; 

ce qui donne en général deux rayons vecteurs pour chaque 
direction ; et l’équation ( 4 ), suivant que le radical W sera 
ailecté du signe + ou du signe — , donnera le plus grand 
ou le plus petit de ces rayons vecteurs, lesquels ne pour- 
raient être égaux que si W était nul. Or on a 

1 W® = -h 'i b‘ c ‘‘ — 6’) — c^)g-h^ 

+ b'[a- —c^Yg*-^- 7.c‘a^{a^ — 6’) ( 6’ — 
c' (n' — b-yb* + 2 a’è’(fl’ — c’)(i’ — 

les facteurs des diflérenls termes étant tous positifs; cette 

valeur de W* peut se mettre sous les formes suivantes : 

* ' ?" 

\V^=z[a^[b^—c-)f^ + b^{a^ — c-‘)g'+t^[a'- — 

— 4 6’c’(a’ — — 

= [6’(a’ — -+-{a^b'‘ — — 6*.//)’] 

c'‘)g^+{a^b'‘—c \ /— c A)»]; 

f 

et l’on voit qu’elle ne peut s’annuler que si 

g-=zo, et a’{6’ — — b’^)h‘‘. 

Ces deux relations, jointes à la quatrième (a), donnent ' 

(6) g— O. '~6=(a2_c’)’ 

ou les directions de deux diamètres situés dans le plau de 
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I s c\ja'—b'‘ 

( 7 ) X, = ±—==r=r, r,= 0, Z, 

\Jrû — 


atj b'‘ — 
y'n- — c‘ 


pour les coordonnées des quatre points les seuls qui 
soient communs aux deux nappes de la surface. 

On donne aux deux diamètres qui aboutissent à ces quatre 
points le nom d’axes optiques ; nous les distinguerons par 
les cosinus 




( 8 ) 


c \Ja‘ — b‘ 
b ^ a- — c‘ 


. c \ja'‘ — b‘ 

f/«o = T ■ ■■ — » 
b \ja‘ — c- 



gùt — O, 



h 


00 — 



Désignons par U et U' les angles que le rayon vecteur p fait 
avec ses deux axes ; on aura 


cosU = 


c — b'‘.f -t- a y'6' — . h 

b — c’ 


cda'‘ — b'‘.f — a v/è“ — c^.h 
cos TJ = — - - ■ : 

b 


d’où l’on conclut, sans difficulté, 

(l — ' cos^U) (i — cus'U') è*(a’ — c-)’ 

=-_ — c')Sp — c‘{a'> — b"-)f‘ — a^b^ — c’)4’]’ 

— — c^)h^f^ 

— + 4*(a’ — c‘)g^ -(- c^[a‘‘ — b-)li‘Y 

.■0 — 

= W’; 

ce qui donne au radical W la forme très-simple 
(9) Vizzzb'^i^a} — c’) sinU sinU', 

, A 

et à l’équation (4), celle-ci, 

2p’.Say’ — Sa-{b‘‘ -f- c’)y= = ± i’(a= — c’)sinU sinU', 







SUR L ELASTICITE. 
OU, puisque d’après réfiiiation (3)y> 

H-It p’ Sa’/’ -T ?a’( 6 ’ - 


iSy 



a’ 6’ 




^utrcnientj 

^ ' y O- A’c’ 

Sa’/’ — - — p- 


i'I ^3 — \ 

^ ^sinUsinU'; 




c’est-à-dire C^ueJ sî p, est le plus graii^ et p, le plus ^tît 
des deux rayons de_ mèmè dircètion, on ,4Ûi-a simultané- 


ment 





_ a? à’^’ 


pi 


sinU sinU', -, -j 


O '/-J 

^ Sa-/’=: 


^a’iè- c’) . 


;• t 

n ^ • 


K». . 


sinü sinU', 


4^ 


et pr addition, en jili^an^par -I- 


ai 


* •»; 


■» » 


( 12 ) ' ï { 3 ~ -^sinl^sin L' ; 

/ .pî*^ pf \f* "i# 


équation fondamcnfitlêid^ns la tli^j^k* physique des cris- 
taux à deux axes, et qui’eiabljt^ac relation entre les vile^s 
^ deux rayons lumineux de mème^ireclion. 

Reprenons la noTation employée aux 11^4)7 et 98, dans la 
• théorie ^des points conjugués de la suiyace^des ondes, et 
désirons para:, , 2 ,, xf, y,, z, les coordonnées des 
.points M, , M, , dont les rayons ve.cteurs sont p, , pi : nous 
■igr aqrons'le tableau - ^ 

' ^ I |pi , . 

•rj'=i^pi ,V»’4 S5>i > ^ = fl pz; 

i: 

a'pj =R,Sa’/’, 



s. 

, , 


\ a^xj -+-.7'0'5 + r’zJfeP»:^ R, Sa’/’, 



.»7 




î 


.ï" • * * ' 

-î 

KAf ■ ^ 7 ■ •%* • * % • • iià t 
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Maintenant, l'ëquation (3) donne, par son dernier terme, 


? , 






ou bien, d’après le tableau (i3), l’une ou l’autre des deux 
relations 

( 4 ), 


“'-é- 


' ‘ 'f7 

Mais, oaprés le n° 99,qf estlecai-ré delà vitess’e'de l’onde 


plan^^ol^Mi est le'pôlci, est' le caiT Û^dcJ a vinsse de 

■* l’onde plane cpl^uguée au p^|tt Sts On a doue 'fce'tl^o- 
^ rème remaï^uable : ^ 

La vitesse de chacun des d^tx-^j'ons luiKneux d’urie'- 
'• même directiofi£St égale '^la vitcsse^iiej'onde plane con- 
jugée à Vautre ra^on. ^ 

102. Cercles de cffrfUict ê^ ombilic^ — Proposons-; , 
nous de trouver le point conjugqâdc.rextrémitc !N1„ d’un 
axe, optique; prenons pour le jioint 0?, n° 100, situé 
dans l’angle trièdre dos coordonnées positives; 'puisqu’il f 
est à l’intersection des deux courbes qui composent la ifx- 
_ tiou principale ‘des zx, scs* coordonnées vérifieront les . 

' trôjà^équaiions 

(iSf’ y-i^o, x’ R, a'x’ -I- t’z’ = P, ^ 

et serojit conséquemment , , ^ 

, - .« 1 




i 


i 



... , . • sJV — c* 
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On sait que, les coordonnées ar, y, z d’un point' M éUmt 
connues,, celles x', y\ z ' de? son conjugué M' sont données 
par les formules (3i), n“ 98; mais il y a une exception à 

' ' 
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ycelte règle, c’csl lorHjue le point IM est M, ; car les valcurifr 

■^citées SC présenlcnt sous la forme ou citent indélerinî- 






nées, puisque Ic^ valçjirs (i 5 ) donnent 

» ' ‘ 

(17)-^ / 

C^n. — 4- O. 


R = i’, P-rn’c% 

D = RP — ÿ = o, J— O, 

P -I- R — n’( 6’ 4 - c’ji = O, 


I 

•X 




,V%I1 faut ddnô sé servir d’une autre méthode pour trouver le 
■ Conjugué de-Mo. “ * ' 

A 'cet effet, substituons les valeurs (16) et (i 5 ) aux » 


x', y' ^ z' y lès quatre équations 


# 



cSà:' a'z' \J — 1 


; il eu résultera entre , *• 


• 

'* 

i . . 

= èR' \ln^ — 0», 

P 

t f '• * 

P' / 

Il 




I • * car les deux dernières des cinq ^(juaiions du groupe cité n’en 

^ donnent 5^1’une seule, et même la dernière (18) ; mais cette • • 

J dernière (1 15) n’est qu’une cons^uciÇcb ïes trois premières^ • 

* »* î puisqu^h peut .l’obtenir en addiilàlinant la deuxf?tne et '^.Jfc 
r la troisième, et retranctîant Is^' première multipîîee paf'.-< ' 

~ La prein^^ ^18) représente un plan, la^ronde 

une sphère, la troisième un^llipsoïde, surfaces <jul doivent ^ 
comprendre le point !M', que nous cherchons. j. .. 

Or il arrive que* les points communs au ’pl^ et à la 
sphère sont aussi, et tous, situés sur l’ellipsoï^: elTet^ , 

les équations de la sphère jet de l’ellipsoïde peqveul se C 

' 7 - 




■*. 


les équations de la sphère jet de l’ellipsoïde peqveul se C 

J. * * 7 - 

.. î^'* • W*> • ' .• •• 


^ • 



•*?Lî,vv 




let;oxs 


2G0 

meure sous la forme 


+ a’ a' ^4’ — à- 
■ (b'x"‘ 4 - b'‘y'^ - 
b' -f- c’a' b- — t’ 


si l’ou retranche la première de la seconde, on a 


— r- (x' \!a^ — = b‘ 


pr- — c’) 


— fa’ — b-) x!’ — — f’) a'’, 

ou, réunî^nl dans le deuxième membre, 

\(2Q).' 


I v^a' — è’ — a' è’ — c’ ) 

X ^ -h aj c= — 6 

c*est-ù-<l're que rinierseclion de la splière et de l’ellipsoïde ( 

V' (ipji SC compose de deuxçourb^s'*planes; et puisquç le plan ^ 
de Tune de ces courbes n’est autre que le plan (18), il 
résulte le fait énoncé. ■SR 

D’où l’on conclut que tous les points de la çirconféfbnce 
de cercle, intersection du plan'ptde la sphère (18), sont aü--..^ 

' tant de points ÎM’, ou de^points conjuj'ués de Mo^ extrémité/ 
d’un axe o])ti(jue. Mais tout point IM est le pôle', relative- 
ment ,¥ l'ellipsoïde (Î6), n“ 1 ) 8 , du plan tangent dont son^ ^ 

i*ï{)u|ugué M' est le point de contact; tous les conjugués jfl 

.^de lM„ .sont donc autant de points dtllon tact d’un seul et^^ ^ 

même plan; c’est-à-dire que le plan^iS) est tangent à la^' • 
surface des ondes suivant toute rétenduede la circonférence ' j 

dùcercle,i/eprésè'nté par les deux premières équations (i8), * ] 

'et que^ nous appellerons cercle Pe contact. Mais toutconju-' "** !'. j 
' gué M’, est le pôle d’un plan tangent en M„; il y a donc, 

‘ ■ . -V *5 •• •' , 


9 








^ « 


T-m. 
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M^", une infînilé plans tangents ayant leurs pôles si- 
,és sur le cercle de contact; c’est-à-dire que M„, ou l’cx- 
irëmité d’un, axe optique, est un ombilic de la surface des 
>ndes. Cette surface a donc quatre cercles de contact et 
quatre ombilics. 

Cette double propriété achève de définir la forme de la 
lUrface que nous étudions. Les tangentes communes au cer- 
_ e de rayon 6, et à l’ellipse d’axes a etc, dans la section 
des zj?, déterminent les diamètres des quatre cercles de 
'act. Les deux nappes n’ont d’autres points communs 
é lés quatrc'ombilics. Si on les détachait en ces points, 
nappe externe ou enveloppante figurerait une sorte de 
coussin ayant pour section inoyean'b l’ellipse d’axes a et b, 
^ et quatre coins rentrants; tandis que la nappe interne ou 
enveloppée présenterait la foi inc d’une outre, ayant jmur 
' . section moyenne le cercle de rayon c, et quatre nœuds en 
saillie. Pour l’œil placé au loin sur l’axe des y', le contour 
apparent de la nappe externe est une sorte d’ocTogone, 
ayant quatre côtés linéaires et non adjacents, réunis ou sé- 
parés par deux arcs de cercle et par deuxarcs d’ellipse aux- 
quels ils sont tangents; tandis que le contour apparent de 
la nappe interne est un quadrilatère convexe, à côtés cour- 
bes, deux circulaires et deux elliptiques, formant angles 
aux quatre sommets. Les contours des mêmes nappes, pour 
l’œil placé au loin sur l’axe des z ou sur l’axe des x, ne 
présentent aucune discontinuité du même genre; ils sont 
ou complètement circulaires, ou conqdétement ellipli- 


103. Courbes sphériques et courbes ellipsoïdales. — Il 
est une autre manière de représenter la surface des ondes, 
^^qui conduit à de nouvelles propriétés. L’équation de cette 




, ' surface étant 




Q = RP -f- 7, 
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a le groupe des trois écpiations 




•r’ + H- z= = R , - *, 

n-.r’ -4- 4’^-’ -f- c’z“ = P, ' 

4’(c’ + n’)_)^’-)-c’(a- 4- 4’)z’ — RP - 


et si l’on regarde R etPcommedeux paramètres auxiliaires,' 
ce groupe représente aussi la surface. Les limites des valcurs> '■ 
quÿl'uu peut donner à ces paramètres se déduisent du la^^ 
ri^Jié nécessaire des x, j', z. Si l’on ajoute trois fois les 
équations ( 22 ), après les avoir respectivenient multipliées,' 
une première fois par — 4’c*, — n*, + 1 ; unç, seconde par 
— c*<ï’, — 4’, 4- 1 ; une troisième par — a’4’, — c’, 4- r, " 
on isole successivcmentjie carré de chaque coordonnée, et ” 


m 

* 

l’on a 


• 


‘ J 

_,._(R-«»)(P-4^ 





• 


(23) * 

j-^__(R-4=)r(P-r’«^) 
^ (n" — — c=) ’ 




ou bien, en composant leS dénominateurs de facteurs posi- 
tifs, vu l’ordre décroissant a~^ b'^c. 


y\= 


(R — rt>)(P — 4’c’) 


[ri‘ — !,c^(n’ — l>‘)' ' 


(R — 4’)(P — c’rt’) 


jrt» — ù}} 4' — r'p’ 

- 

lR-.=J]p-^;4*) 


(4> — c>) 

« 


Pour que y. soit réel, il faut que R — i’ et P — c*a* soiei^ 
de même siguç. Si ces deux facteurs sont positifs, -ou si l’onï* 
prend R>è>*^c% P^c*n*]>/>*c’, la réalité d^x etde z‘‘}^ 
érigé que R ne surpasse pas et que P ne surpasse pas ' 
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rt*ft*. Si les deux facteurs du numérateur dc^* sont ii&a- 
ÿ . tifs, ou si l’on prend rt*^è’>R, la nU~ 

. lilé de a: et de 2 exige que P surpasse i’c*, que R surpasse 
i? c*. Ce qui donne les deux séries d’inégalUés* 



I «’i>> P > c*«’> b'c‘-, 





P>i’c’. 


Ainsi les deux 'paramètres sont liés 1 un à l’autre, de tej^Jc 
sorte fiuc si R\cst Compris entre a’ et è>*, P doit Pitre entre 


a* b* et c*«*,‘ cf rpie si R cst<Poiiïf>riSjCntrc i* ct^, g^doit 
Pétre entre, c’a* ct/Pc*i’fees iiiégalités,(25) ont Tieiÿsur la 




► -fc 


Mappè extérndries inégalité^ (a 6 Vsui' la ^npe iftterne. 

Si l’^n fait usagetdu tableau de symétric,^s, 4 >rrq;qlcs.e^ 
du genre de calcul du u°^S, on déduit facilement du 


groupe (a 3 ), 

'x 




E— iv 




= S 



R — 

(c’- 


I ^ïj 




ce ({ui montré que l’équation de la surface des ondes peut 


-, t 


SC mettre sous les deux formes 


' (27'). 
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c’z> ÀÊi 

“= O. 
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- Toute sphère dont l’équation est 
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(a8) ’ .r^ + i- z’.b: R. , H 

coupe la surface des ondes suivant une courbe sphérique^' 
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qui est en môme temps sur le cône ^ 

n'.r’ 

Tout ellipsoïde dont l’équation est 

{ 3o) «’x’ + é V’ + c= 5’ = P. , m^.ix 4 ; 

trace sur la même surface une courbe ellipsoïdale qui est en j 
même temps sur le cône 

J3i) S 





l*, — b‘c‘ 


Ainsi, chaque point de la surface des ondes est déterminé 
par l’intersection d’une courbe sphérique et d’une côtirbe 
ellipsoïdale. Il s’agit de faire voir que ces courbes se cou- 
pent à angle droit. Soient x, les coordotinées du 

point Ml , où les jiarainètres 11 et P ont pour valeurs R, , P, 5 
les deux cônes ( 29 ) et (3i) oui pour plans tangents, en ce 
point , 

— ^1*, — 

et le cosinus de l'angle compris entre ces plans a pour 
facteur 




= S: 


(R, — (P, — i’c’) (c’ — n’)(«- — i'J 






Ainsi les deux cônes se coupent orthogonaleinent. jOr^ la 
tangente à la courbe sphérique en .M, est perpendiculaire 
au rayon de la sphère ( 28 ) ou à l’arète commune des deux 
cônes; elle est donc perpendiculaire au cône ( 3 i), ct,”ar 
suite, à la tangente à la courbe ellipso'idalc. '' WiT' ' v 


104. Cônes orthogonaux. — Le cône qui coupe une 
des deux nappes de la surface, suivant une courbe spbé- - 
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^ÿ^riijue, coupc l’autre nappe suivant une courbe ellipsoidale. 
Eu effet, d’après les équations (i 4 )» n'’ lül , si 11 , et Rj sont 




\ 


Ç les carrés de deux rayons vecteurs de même direction, on a 
P[ Rj Pa Ri y î 


^ or, sur le cône (29) R, est constant, donc P, = -p l’est 
i R' 
aussi ; c’est-à-dire que ce cône trace une courbe ellipsoidale 

■ sur la seconda nappe. Pareillement, sur le cône ( 3 i) P, est 

constant, donc R, = l’est aussi; c’est-à-dire que ce cône 
P 1 

trace une courbe sphérique sur la seconde nappe. D’après 
cela, si nous appelons cône R, celui qui est représenté par 
• l’équation (29), nous pourrons appeler cône R, celui que 
représente l’équation ( 3 1), ou ccllc-ci 



Ra 


. A’ 



. qui s’obtient en subsiiluaiu ^ à P,, dans cette même équa- 

ti6n^3i). 

Les deux cônes R, et R,, qui se coupent à angle droit, 
suivant une arête commune, sont tels, que si R, surpasse ô’, 
nécessairement Rj lui est inférieur. En effet, pour que 
y’ (24) soli positif, si l’on a R, il faut que P, >-c*n* ; 

mais on doit avoir R, P, = n’ô’c*, donc R, ô*. Nous 
supposerons que R, est toujours supérieur à ô’, et R, infe- 
rieur. D’après cela, tout cône R, trace une courbe sphérique 
sur la nappe externe, et une courhe ellipsoïdale sur la Xiappe 
interne; l’inverse a lieu pour un cône R,. Les équations (29) 
et (32) de ces deux familles de cônes peuvent se mettre sous 
la forme * . ' ■ 




( 

= (R.-è’)| 

f «’x* c’î’ ^ 


U, R, — e'j' 


( iY 

= (è’-Rd| 

é C-i’ \ 


l^R, — c= n’— K,/’ 



a* 

% 

. 4 

r 


• kl 


-* 



* 

• 

# 

• 

• 

• ‘ • 

• % ■ 

i 


Digitifed by Google 




, LKCONS"' 


• *266 

' X.^- Au^ limites exlrômçs, Rj peut prendre sa moindre valeuâfv" 
sa ^lus grapdJ^ qui est aussi />*; mais ]a néesssité ^ 
que J-* soit l^jours positif, quoique infiniment petH,pP 
. exige ^ JT 


Ü 


n ,qflsgour’ R,=jé’ onait 

’’ „ , - c‘z‘ a'x^ 

que pour R»^ . 6» on ait 

h 

^ ^ d’où:* l’on voit que les cônes limites, R, = ô*, R, = h*, se , - ^ 

" réduisent aux plaques angulaires comprises entre les deux' ^ ‘ ' 

axes optiques, 101, et dont les bissectrices sont, l’axe ® 

^ des xponr le cône ïl, = ô’, l’axe des Z pour le cône Rj = ô*. ■ ' 

^ En gUfiéral, tout cône R, eÿtÇbre l’axe des x, tout cône Rj ^ 

^ l’axe des 2. -■ ■ ^ 

, Oiij peut enedre mettre les équations (29) et ( 3 a) des dcnx“'^’£^ ^ 
1‘ familles de cônes R, et R, sous m^é autre forme qui précise 




mieux leurs liaisons cl leurs dinercnces. Celte transfornià- % 
tion s’opère en posant 


■ ( 34 ) 


Ê. 

yt, «’ X- ’ 




P* 


Il J •j’ I I '/’ 

I R,'^ X * c’ rt’/*" 


étant une constante «[uelconquc, p cl v deux paramètres 
nouveaux, la constante y surpassant j 3 . Les équations (29) 


et (32), que l’on peut écrire ainsi. 




= O, 



U 




pi. * . 


• > 






A* - 


2G7 




^ ' r- '■'* ■ - L ELASTICITE. 

^deviennent, jiar la Subslitutlon des v'aleurs f34) , . 

'■'J. I .r‘ z‘ ^ 

P“F^*?= 7 =°'' 

’^jj^ Fv>* 74 >— P*= 


et rqarésen lent des cônes homofor.aux, ou-lcs cônes^asjinp-^ 
tôles à deux familles d’hypciholoïdes à une et à deux nappes, 
j^nt les sections principales ont les mômes foyers. 

fOo. f^ariétés tie la surface des ondes. — Pour com- 
^^^plcter l’étude 'jluremcnt géométrique dc*ila surface -des 
•‘l ondes, il nous reste .à dire quelques mots sur lesYariétés'de 
^celte surface. Lorsque deux dès trois vitesses principales a, 
it, c sont égales, laisurfacc se décompose eu deux autres, 
une sphère cl un icllipsôïde de révolution. En cü’ei, sou 
équation (16), n'*^ 97 , devient 


• ( 36) T.** 



’î- — 


=^«; cl' 

♦ (37 y’ -i- — 6 '^ [ i’ (y^-l- 2") ^ o’ è’ ] - 


O, 


^ si cà^b. Dans le premier cas, la sphère enveloppe l’ellip- - 
||Oidc, lequel est allongé-, dans le second, rdlipsoïdc est □' 
aplati et enveloppe la sphère. Dans les deux cas, les deux ^ 

’• J surfaces se touchent aux deux pôles de rdlipsoïdc ou aux ^ 

deux^extrémités de son axe de révolution. Enfin, lorsque - 
les trois vitesses principales sont égales, la surface des' 
ondes se réduit à une sphère, ou plutôt à deux sphères égales 
(. ÿ et (jui se superposent; car, si’ l’on fait a=b =c daus^ ■ 

^ l’équàlion (16), n’^ 97 , ^ou c = « dans l’équation ( 36 ), ou •»^*^** 
Ÿ^^^^^ans l’équation ( 3 j), 011 obtient 

^'Vi, ■ - 'c- ^ 
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Quand la surface des ondes devient une sphère et un el- 
lipsoïde, par l'égaliié de deux de^vilesses principales, deux, 
points, conjugués l un de l’autre sont situés sur une môme 
perpendiculaiie à l’axe. Ces deux points se confondent 
lorsque les trois vitesses sonl^égalcs.- Mais la'consïSéraliun. 
des points conjugués est inutile, po^' c^Vÿ-jétés la 
surface des ondes. 
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VINGTIEME LEÇON. 


Ondes circulaires à la surface d'un liquide. • Ondes linéaires composées.— 
Ondes sphériques. — Constructiuo d'Huyghens. — Théurio de la double 
réfraction de Fresnol, 


k 


V 




100. Oncles circulaires, — Dans les deux dernicrcs Le- 
çons sur les propriétés purement géométriques de la sur- 
face des ondes, nous avons supprimé les définitions et les 
développcui,eul^HW cuuccrucul la théorie pLysique où cette ■* ' 
surface jotrc nti^tWe important. Nous allo^?^ combler cette, , 
lacune dans la Leçon actuelle, et nous essayerons d’aban—, 
donner un instant le langage des géomètres pour employer 
celui des physiciens. Notre but est d’exposer la suite des 
idées qui ont amené la théorie de la double réfractio’n aif' 
point où elle se trouve aujourd’hui, en laissant à ces idées 
tOBt ce qu’elles ont de hardi, de hasardé, de peu rigoureux 
quelquefois. Ce sont précisément ces défauts, ou plutôt ces . . ’ 
qualités, que nous cherchons, puiseju’il s’agit de donner 
unTcxemple du pouvoir que possède l’analyse, d’apprécier 
la^alcur des idées préconçues. Commençons par dire d’où .'""'' 
viouneiit les idées d’o«</e. A' ondulation , A’ondc plane, de 
^Surface des ondes, de toutes les expressions que nous avons 
employées sans définition suffisante. Empruntées pour la 
plupart à la théorie physique des liquides, elles ont servi à 
l’acoustique, et une analogie encore plus grande les a éten- 
dues aux phénomènes lumineux. 

Lorsqu’un corps pesant, d’un certain volume et d’une 
ensilé plus grande' que l’unité, tombe verticalement sur la 



surface d’une nappe d’eau Irauquille, on sait (ju’il sc forme 
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rv’ (les rides circulaire# cl mobiles, dont le lieu de' la chute _ 
^ est le centre. Ce Sont là des ondes circulaires. Ôii se rend 
^^lî^ompte de ce phénomène en remarquant que les molécules 
« . d’eau, brusquement abaissées au centre d’ébranlement, 
i oscillent verticalement avant de revenir au repos; ce mou- 
vement oscillatoire se communique de proche en proche 
avec une certaine vitesse de propagation, la même dans., 
V toutes les directions. Si l’on peut faire en sorte que la co- ' 
lonne centrale ne fasse qu’une oscillation, il n’y aura qu’une 
ride circulaire, qui se propagera, en s’agraudissant quant à ■ 
son rayon, et ens’ellaçant par la diminution graduelle d<^ 
sa hauteur ou de l’amplitude de l’oscillation. En général, 
il résulte de la chute du corps pesant plusieurs oscillations - 
t- dééroissantes, au centre de rébranlcment, et par suite plu- 
, sieurs rides ou ondes circulaires qui se propagent à la suite 
les unes des autres. 


•V 
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itdl07. Ondes linéaires composées. — Si une oscilla- 
tion unique, produite au centre, a une amplitude assez 
r . grande pour que l’onde circulaire soit encore sensible à une 
■ ^ très-grande distance de ce centre, on pourra la considérer, ^ 
à cette distanci?, comme formant une onde linéaire sur une 
assez grande étendue ; mais, dans certaines circonstances, 
il peut se former à la surface d’une grande, masse d’eau 
• tranquille des ondes linéaires composées, qui partent des 
centres d’ébranlement cux-inémes, ou qu’il n'est pas né- 
cessaire d’aller chercher loin de ces centres. Par exemple, 

!:'■ imaginons (Jig. 7 ) des boules b, b\ b",.,., suspendues 
par des fils métalliques très-miiices à une barre hoiizon- 
tale BU, mais à des hauteurs diÛérentcs, sur une même 
ligne b("^b inclinée à l’horizon; soit EA la surface 'd'une_ j 
eau tranquille, E'A'unplan horizonla’l rcncoutrant yous' 3 
,, les fils de suspension un peu atudessotis de la b^rfe BU; 
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' / 

un niccauisme fait descendre loin l’appareil, d’un mouve- 
meni uniforme, de E'A' en EA. L’immersion rapide , de 
chaque boule produit un système (fondes circulaires; tou» 
Jlcs systèmes d’ondes coexistent ou se supcrjfosent ; d'apres 
kj^^ositiop des boules, et runiforuiiîé (fe'la jeS?enie, 
ils sont eu retard les uns sur les autres ; quamT celui la 
boule la plus^evée commence, fçlui J^la boule b s’és{ 
déjà étendu jusqu’en |3, celui de è»' jusqu’en ]3', celui de i" 

, jusqu’en (5", etc. A ce momqut, les effets des ondes ciicu-* 

' laircs, en leurs points d'iuUrrsei.tion, sont concordants] 

\ la suite de tous ces points d’intersection forme une ligne 
jsjjjroite EE, où les hauteurs des rides sont plus que doublées, 
et il en 'résulte l’apparence d’uoe onde linéaire, se propa- 
geant d’ailleurs avec la même vitesse que lès ondes circu- 
laires. 

Pour tracer la dïrcction de cette onde linéaire composée, 
il suffit de dtjcrire Itjce^iple dont de lie;j_dc la, chute de ù est 
^e centre, et quITa pouf rayon l’espace parcouru paT son 
système d’ondes avant la ch'ute de;^*^, puis de mener pat^ , 
I 9 lieu de cette dernière chute uaejaugentc au cerekdé£^rit. ’ 
On voit facilement que F.F fera^un aifglc doutant moindre 
avec E A que la ligne des boulesjsera plus voisine de l’hori- 
zon; si cette ligne des boules était horizontale, tou^ les 
systèmes d’ondes circulaires commertcèraient en même 
temps,' et l’onde linéaire composée serait parallèle à EAi»^ 
De l’autre côté de EA, il existera un système d’ondes' li^ 
péaires semblable et symétrique; ce qui formera une jorte ^ 
d’onde, angulaire d’abord, puis composée de deux côt® _ 
, nçp parallèles qui ne s'e renéontreraient sur EA que si on 
lès prolongeait. S’il n’y a que deux ou trois boulcS,da par- 
tie active de l'onde linéaire’homposéb aura fort peu de lar- 
geur, car elle se réduira au lieu des contacts de deux ou de 
rv^ois cerclés tangents; on aura ainsi des rayons ondida- 
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fo/re5 composés, perpendiculaires aux ondes lin^ires donf . 
il jienl d’étre question. 

« A'oici la dcfiniiion d’un'rajon ondulatoire : Supposons 
une^seulc boule tombée'; les molécules d’eau, primliive- 
ment^uécs à la surface du liquide sur une droite partant' ‘ 
du lieu de la''cliute, formeront au bout d’un cèrtafn temps 
une ligne, sinueuse, et plus tard encore une ^tre ligne si- 
nueuse en tout' semblable à la première, njais^nl la forme 
sera dépla'cée, comme *ft, de ja première époque à la se- 
concle, la ligne avait glissé avec la vitesse de propagation ; 
c’est là un rajori oudulatoirg. ^.ri distance entre lès tan- 
gentes liori7.onlales d’une même sinuosité est X'amplUude ^ 
fie rondiilalion; cette amplitude va en diminuant à mesure 
qucrondulalioil.est plus éloignée du centre. La distance 
entre les vei ticalss passant par les points dqcoutacl de deux 
'tangentes liorizontales sureessives, du nieme côte d unciéi- 
nuosité, est XiSj^iirgeur d'o/nle, ou lAjongaeiir d oncjula-.^ 
^tion; elle ne varie pas dans le mouvement 'général .^i 1 orr,.^ 
reviciû ap-càs de trofs boules tombées successivement, cm , 
(verra cpi'e la suite des points de concordance ^eS tr^is sys- 
—Kèmes a’ondes circulaires forme, deux rayons îindulatoires 
* composés, dont l’amplitude csf«iu moins double de celle 
if d’un rayon ondulatoire simple. 

&',■ * Si l’on voulailjéta'blir^vcn chacun des centres d’ébran- 

* lement, une suite tî’osçillatijjns d’égale aiuplilude, ^il»fap- * 
^êrait disposer sur les mêmes fils verticaux plusi^rs r,;^gées 

* de boules parallèles à et équidistant^entrè elles; 

V- leur intervalle vertical étant dans uti.cerlain rapport avw la, 

vitesse uniforme delà descente. O i^p oiÿra^t^laissci lopiber, . 

' d’une mèmejiauieur, des bQulcsWdc.siin'^s gouttes, s;é- 
cbi^aTrt p#r les ifgps d’un tamis, lesquels ^sëraietit ou- 

kih#uî^(?ïjue lu; spk. 
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■ i..’ ■^mfeue successivement. De quelqiuiih«uî^(?flue lu 

l'cxpci îciicc est c vidoïnniGUt rcâlisablc. \oicî^ d ûHIcurSj^^^ 
"^IBtrüdfiix^stancc où des ondes, liuéaff es ccùnpose8#e uro- ’ 

. ^ ^ ^ V v - • 






t • ^ 


f 


SUR l’élasticité. 2^3 

diiisent iiatiirdlcincnl. I.ors de la marche riîgiilièrc d’un 
bateau à vapeur d’une grande force, sur un fleuve peu pro- 
fond, l’immersion successive des pnleltes occasionne un 
effet du-mùme genre que celui de notre appareil à boules; 
on voit, à une certaine distance eu avant, deux ondes li- 
néaires inclinées sur l’axe, une de chatpie côté; elles mar- 
chent avec la même vitesse que le haîeau, et comme si elles 
lui étaient invai'iahlement unies. Ces deux vagues linéaires 
s’étendent, eu divergeant à l’arrière, jusqu’aux deux rives 
du fleuve, où elles agitent eonvtilsivemciit les batelets 
qui y stationnent. L’angle qu’elles forment est d’autant 
moindre que le bateau va plus vile. Leur hauteur est d’au- 
tant plus grande que l’eau est moins profonde. Ce ])héno- 
mène est surtout sensible sTir la basse Seine, entre Rouen 
et le Havre. 

108. Ondes splwriques. — Pour expliquer, dans la théo- 
rie physique des ondes lumineuses, les phénomènes de la 
réfraction simple. cl de la réllexion, on admet que les mo- 
lécules de la surface de tout milieu diaphane d’élasticité 
constante, atteintes par la lumière, entrent en vibration 
et deviennent les centres d’autant de systèmes d’ondes sphé- 
riques, qui donnent lieu à des ondes planes composées do 
deux sortes: les unes se propageant daus le milieu exté- 
rieur, d’où la lumière réfléchie; les atitées dans le milieu 
diaphane lui -même, d’où la lumière réfractée. Soient 
AB la face plane d'entrée du milieu diaphane; 

un rayon lumineux incident situé dans le plan de la 
figure, cjue nous appellerons plan d’incidence; soit PL per- 
pendiculaire a 11.: si le point lumineux est très-éloigné, 
on pourra regarder le phénomène comme produit par une 
onde plane ayant LP pour trace, et se pr(q)ageant nor- 
malement ou suivant IL, avec une vitesse de propagation 
que nous prendrons pour l’unité. Tous les rayons il, i'V, 
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i"l’, clc., parallèles à IL, seront concordants en L, /, 

etc. ; c’est-à-dire qu’ils y seront constamiuentaux mêmes 
époques de leurs mouvcmenls vibratoires. Ils atlcindrout 
respectivement des molécules m, m', m", etc., de la surface 
du milieu diaphane, lesquelles entreront en vibration et 
deviendront les centres de systèmes sphériques d’oudes lu- 
mineuses, mais d’autant plus tard que ces points sont plus 
éloignés de L. 

Pour trouver Fonde plane composée, de lumière réfrac- 
tée, qui résultera du concours de tous ces systèmes d’ondes 
sphériques, inscrivons dans l’angle PAL une ligne PA, pa- 
rallèle à IL, et égale à l’unité ou à la vitesse de propagation 
de Fonde plane incidente. Tous les points de la perpendi- 
culaire au plan d’incidence, dont A est la projection, com- 
menceron t à s’ébranler en même temps j mai s, à cette époque,"^ 
le centre L aura étendu son système d’oudes sphériques à 
une distance a, vitesse de propagation de la lumière dans 
le nouveau milieu. Or, si l’on mène, parla perpendiculaire 
en A, un plan tangent à la sphère de centre L et de rayon a, 
on aura évidemment Fonde plane composée, où tous les 
systèmes sphériques de centre L, m, m', m", etc., seront 
concordants. Si Fonde plane incidente LP n’est active que 
sur une étendue L). , la surface AB ne sera ébranlée que 
sur une étendue correspondante Lp, et Fonde plane réfrac- 
tée que sur une étendue Rp, où se trouvent les contacts des , 
ondes sphériques concordantes, dont les centres sont entre 
L et p. Alors, au faisceau incident ILep correspondra le 
faisceau réfracté LRpp; ou bien, au rayon incident IL, 
le rayon réfracté LR. En outre, les centres d’ébranlement 
L, m, m' m" donneront lieu à des ondes hémisphériques 
dans le premier milieu-, elles seront concordantes sur le 
plan mené, par la perpendiculaire en A, tangeutiellement 
àJa demi-sphère décrite de L comme.ceulre, avec un rayon 
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égal vitesse de la lumière dans ce premier milieu. 

Si l'onde plane incidente n’est active que sur L/ , au fais- 
ceau inèidenl ILe,u correspondra le faisceau réfléchi LV[uf] 
l'e' étant, sur l’onde plane réfléchie, le lieu des con- 
tacts des ondes concordantes dont les centres sont sur L/ut; 
ou bien, au rayon incident IL correspondra le rayon ré- 
fléchi Ll'. 

Voici les conséquence? mathématiques de cette théorie : 
Les points de contact R et I' des plans tangents aux.^uj^ 
sphères, par suite le rayon réfléchi LI' et le rayon ré-^ 
fracté LR, seront dans le plan d’incidence. Soicnr' 

normale à AB, l’angle d’incidence IL^I = 1 , l'angle de 1 ^ 7 ., 
fraction IN 'LR = ;•; on aura "« 


rayon 

aicnr^LÏp'JBT^ 


PLA = f, LAK=:r, et -I— =r ^1111 = 

AL 



puis le triangle 

LAI' = ALP, d'où = i = 1^, 

angle de réflexion. D’où l’on conclut : 1 “ que pour tout mi- 
lieu diaphane uni-réfringent, le rayon réfléchi et le rayon 
réfiacté sont dans le plan d’incidence ; a” que l’angle de\. ri 
réflexion est égal «à l’angle d’incidence; 3“ que le sinus de 
l’angle d’incidence, divisé par le sinus de l’angle de réfrac- 
tion, donne un rapport constant appelé mr/(ce r/e ri^'ac- 
tion, et égal au rapport direct des vitesses de la lumière 
dans lesd(‘ux milieux. Et ce sont elfectivement là les lois de 
la réflexion et de la réfraction simple, qui ont été si sou- 
vent vérifiées. _ 

109. Construction d'Hujghens. — ■ Pour expliquer de' 
la même manière les phénomènes optiques des cristaux bi.- 
réfringents, à un seul axe optique, il suffit d’admettre, 
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avcc.Iluygliens, (|ue chacun des points L, wi, m', m", etc., 
qui sont successivement atteints par l’oude plane incidente, 
devient le centre d’un double système d’ondes, les unes 
sphériques, les autres ellipsoïdales et de révolution autour 
d’un axe dit double réj'r action^ ayant la même direction 

dans tout le milieu. De là résulte, par réfraction, deux 
ondes planes composées, passant par la perpendiculaire 
en A, et tangentes à deux ondes, l’une sphérique, l’autre 
ellipsoïdale, ayant L pour centre, et un même diamètre 
parallèle à l’axe; ces deux ondes étant les limites atteintes^- 
^par les deux systèmes émanés du centre L, quand l’onde 
* plane incidente arrive en A. Si l’onde plane incidente n’est 
active que sur l’étendue LX ( ftg. 9), l’onde plane tangente 
à la sphère de centre L ne sera active que sur l’étendue Rp, 
lieti'des contacts des ondes sphériques concordantes dont, 
les centres sont situés entre L et p, et aussi l’onde plane 
tangente à l’ellipsoïde de révolution ne sera active que sur 
l’étendue R*p^, lieu des contacts des ondes ellipsoïdales 
concordantes dont les centres sont sur Lu; c’est-à-dire 
qu’au seul rayon incident ILcorrespondent les deux rayons 
réfractés LK , J. U'. Telle est, .en effet, la construction 
d’Huyghens pour les cristaux biréfringents à un a^e, con- ' 
struction qui, énoncée empiriquement, a été vérifiée par 
l’observation jns(|ue dans ses dei nières conséquence*. 

Ainsi, il résulte de celte consiructiou cpie le rayon ré- 
fracté LR suit complètement les /o/s de la réfraction sim- 
ple; c'est le rayon ordinaire. Le rayon réfracté LU', dit 
extraordinaire, suit des lois plus compliquées; il n’csl dans 
le plan d’incidence : 1° que si ce plan est parallèle à l’axe 
de double réfraction, et alors le rapport du sinus d’inci- 
dence au sinus de réfraction n’est pas constant; a” ou, 
quand la face AB est parallèle à l’axe, que si le plan d’inci- 
dence lui est perpendiculaire; et alors le rayon LR', sans 
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se confondre avec LR, suit comme lui les lois de la réfrac- • 
,ÿ^ion simple. Enfin, si la face Ab est perpendiculaire à l’axe 
■^el que le i*ayon incident soit normal, il n’y a (|u’nn seul 
rayon féfracté, normal aussi. Toutes ces conséquences de 
la conccjition d’Huyghens, et d’autres encore, se'vériCent 
complètement, ‘Mais cctic^conccption hardie, si bicijjusti- 
fiée par les faits, laisse en dehors la cause même de la double 
réfraction,. et de la polarisation qui accompague ce phéno- 
mène; aussi la construction d’Huyghens n’a-t-elle été re- 
gardée, pendant longtemps,- que comme une règlifcmpiri- 
que, due à un heureux hasard. C’était mé^nnaîlre un trait 
^ de' génie, et Fresnel ne s’y est pas trompé. Le fait de la 
• ■ double réfraction du verre comprimé lui fit penser que la 
bifurcation de la lumière réfractée et sa polarisaiio)i dé- 
pendaient d’une-diQércnce d’élasticité dans des directions 
diverses. Et c’est en poursuivant cette idée, en l'étudiant 
avec le concours de' l’analyse, que Fresnel a été conduit 
à sa principale découverte. Voici la marche de son in- 
vention. 





. HO. Théorie de la double rcjraction de Fresnel. — La 
théorie physique des ondes lumineuses ne peut expliquer 
la double réfraction qu’en partant du principe employé 
pour la réfraction simple, mais en le généralisant, savoir : 
que les 'molécules de la surface d'un milieu biréfringent, 
successivement atteintes par la lumière, entrent en vibra- 
tion, et deviennent chacune le centre d’une onde multiple 
à deux nappes, d’une forme qu’il faut chercher. Une pre- 
' niière conséquence de cette extension du principe primitif, 
* c’est qu’à l’onde plane incidente LP correspondent deux 
ondes planes réfractées AR,, AR, (Jig. lo), passant par 
la perpendiculaire A, et tangentes aux deux nappes de 
l’onde multiple dont L est le centre; cette onde multiple 
conservant la même forme et la même position, tandis que 
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l’onde plane incidente prendrait toutes les positions possi- 
bles, à chacune de ces positions de l’onde incidente corres- 
pondrontdcux ondes planes réfractées tangentes à la même 
surface; c'esl-à-dirc que l’onde multiple dont L est le centre 
sera nécessaÎTemen t enveloppée par toutes les ondes planes 
pouvant se propager dans le nouveau milieu, quaud elles 
auront quitté leSltntre L depuis l’unité de temps, ou quand 
la perpendiculaire abaissée de L sur chacune d’elles sera 
égale à la vitesse de propagation qui correspond à cette onde 
plane. On^est ainsi conduit, pour trouver la surface de 
l’onde multiple, à chercher la loi deavitesses de propaga- 
tion des ondes planes. 

Or une seconde conséquence de la môme extension, c’est 
qu’une onde plane peut se propager avec deux vitesses diflë- 
rentes dans le milieu nouveau : en tdet, considérons, dans 
la construction générale, les deux ondes planes réfractées 
AK, , AH,, qui correspondent à l’onde plane incidente LP; 
l’une de ces ondes planes, AH, par exemple, touche la 
nappe interne de l’onde multiple inconnue. Imaginons que 
l’on mène à la nappe externe un plan tangent p A' parallèle 
à ARi,; ce plan p A' sera une des deux ondes planes réfrîic- 
tées qui correspondraient à une autre onde plane incidente 
LP', facile à déterminer. Donc l’onde plane de direction 
R, A peut avoir deux vitesses dÜTérentes, lesquelles seront 
égales aux deux perpendiculaires abaissées de L surAR, , 
sur A'p. Partant de cette conséquence, qu’une onde plane 
doit pouvoir se propager avec deux vitesses différentes, et 
des phénomènes de la polarisation qui démontrent qu’à cha- 
cune de ces vitesses correspond une direction ditférente de 
la vibration propagée, ou cherche de quelle manière l’é- 
lasticité doit varier autour de chaque point du milieu ho- 
mogène cristallisé, pour que chaque onde plane admette 
deux vitesses; ce qui conduit, comme nous l’avons vu, à la 
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loi de ce» vitesses. Puis, ces vitesses et leur mode de varia- 
tion étant connus, 011 doit rhercher quelle est la surface 
enveloppée par toutes les ondes planes passant en L, uue 
unité de temps après ce passage. Cette surface enveloppée 
sera l’onde multiple de centre L, à laquelle les deux ondes 
planes réfractées ÀK,, AR, sont tangentes. Telle est la^ 
marche de l’invention deFresnel, et celle que nous avons 
suivie synthétiquement. 

Fresuel n’avait pour but que d’expliquer, par la théorie 
physique des ondes lumineuses, la construction d’Huyghens, 
qui . coordonnait les faits optiques des cristaux Liréfrin- 
ents à un axe, seuls connus à cette époque. Il s’attendait 
donc à trouver, pour les deux nappes de l’onde multiple dé- 
duite de la théorie mathématique, luie sphère et un ellip-' 
solde de révolution ayant l’axe commun de double réfrac-'" 
tion. Il trouva une surface, du quatrième degré qui ne se 
décomposait, de manière à donner la sphère et l’ellipsoïde, 
que dans des tas particuliers ; il conclut de là que le fait gé- 
néral. de la double réfraction n’était encore qu’imparfaitc- 
ment connu, et qu’il devait exister des milieux cristallisés 
où l’onde multiple serait indécomposable, comme dans sa 
formule. L’expérience est venue jusliCér cette prévision 
hardie : les phénomènes optiques de la topaze, et d’autres 
cristaux biréfringents, dits à deux axes, découverts par 
Fftsnel, ont donné à sa théorie de la double réfraction une 
réalité incontestable, que son*! venues conlirmer avec éclat 
les découvertes faites par Hamilton, cl vériüées par Lloyd, 
des réfractions coniques ei cylindriques dont nous parle- 
rons dans la Leçon suivante.. 

■" 11 est à désirer, pour les progrès de la Physique, que 
les savants et les professeurs qui s’occupent de celte science", 
considèrent et présentent de deux manières différentes les 
théories partielles résumant un ensemble de faits connus, 
sans jamais faire entrevoir aucun autre fait, et celles qui, 
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nées d’une idée nouvelle sur la cause d’une riasse de plié- 
nomèriâ, oni indiqué ou prévu l’exislence d’auirès phéno- 
mènes du même genre que l’expérience a confirmée. Les 
premières s’appuient sur une hypothèse, très-utile comme 
moyen de coordination, mais stérile, impuissante, el ^ 
n’ayant le plus souvent ancunc réalité. Les secondes parlent 
d’une hypothèse d’un caractère tout opposé, car non-seule- 
ment clic explique, mais encore elle complète ^ groupe de 
phénomènes qu’elle a en vue ; à cette hypothèse, ^dont la 
fécondité est ainsi constatée, on devrait donner autre 
nom, et l’appeler princifie. Mais coteine cette hypo^èse- 
principe ne régit avec pcrlectioA qu^un groupe asseî’ rcs-^ ^ 
trciiit, on hiipréfère unc_fiypothèsepurei#enl coordinatricc, ^ 
plus générale mais qui jjcjjevln'e rien; on conserve^ toute- 
fois les résultats nouveaux, 'trouvés par la prcmièi^ en les >■ 
présentant couiine des lois emj)iriques. C'est ce que l’on a 
fait pour la conception d’Huyghens; c’est ce que l’on fera 
peut-être un jour pour la théorie de Fresiiel, à cause* de 
certaines anomalies, do; trdHains faits nouveaux qu’elle 
n’expli(jue pas, ou dontellekiie tient pas compte. Singulière 
illusion, que l’on retrouve souvent, en Physique el ailleurs : 
ou exalte une science, une doctrine qui n’explique rien, 
qui ne devine rl^Çt; mais qui range, classe, coordonnq assez ' 
bien les mafïèrcs dont elle s’occupe; cl si une théorie vé- 
ritable surgit sur qo^ue pûinl, qui explique admirable- 
ment une des parties, mais^ipn les autr^, cetie^ impçr- 
fcction de son travail naissant est le motif même qui la fait 
déprécier, rejeter, puis oublicr?^,^ , . . ^ 
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VINGT ET UNIEME LEÇON. 


Généralisation de la construction d’Huygliens. — Faisceau conique réfracté. 

— Faisceau conique émert^ent. — Rayons réfractés pour une incidence 
donnée. — Cas de l'incidence normale. — Forces élastiques ^évelq^éM 
lors des vibrations lumineuses. ^ 

^ ‘ 

m. Généralisation de la constnictic^ftJt^IIujghens. 
— La forme générale de la surface des onde^i^i^.ics cris- 
taux biréfringents à deux axes, découverte par Fresnel, 
étant maintenant parfaitement connue (19' Leçon), bn doit 
■obtenir les deux ondes planes réfractées, correspondant à 
une onde plane incidente donnée, en modifiant, ou plutôt 
en généralisant la construction d’Huyghens, par la substi- 
tution de la surface trouvée au système de la sphère et de 
l’clUpsoïde de révolution; en mettant son centre en L, et 
plaçant ses trois axes dans les directions fixes qui appà^- 
tiennent à la masse cristalline. Les ondes plan cs^' éfractiS 
'jétariT ainsi déternii^us, si fonde plane incidente n’^M ac- 
tive que sur une petite étendue, les parties activcâ^ès ondes^ 
planes réfractées seront limitées dans le voisinage de leurs, 
contacts avec la surface des ondes; c’cst-.à-dirp qu’;;^u fais- 
ceau incident correspondront deux faisceau» réfrtclés di- 
rigés suivant les rayons vecteurs allant de L à ces deux ^n-j 
tacts. Ensuite, si l’on veut connaître la direction de-la 
vibration propagée par chaque rayon réfracté, on projettera 
ce rayon sur fonde plane correspondante, et sur cette onde 
plane même on mènera une perpendiculaire à la proj'ection 
obtenue, n® 97 . Cette construction générale, ou cette règle, 
doit s’appliquer à toutes les positions de la surface du cris- 
tal, du plan d’incidence, et du rayon incident, relativement 
aux axes d'élasticité. 
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. Si le plan d’incidence se trouve pei^^^^tkEtÿe'à' l’un 
des axes d’élaslicité, auquel la surface cristal sera cou- 
séquemmentparallôlc, il résulte delà construction générale, 
dç la symétrie de la surface des ondes, et de la nature de ses 
sections principales, que les deux rayons réfractés seront 
dans le plan d’incidence, et que l’un d’eux seul satisfera à 
la loi des sinus, ou donnera un indice de réfraction con- 

stant, lequel sera -, -, suivant l’axe d’élasticité choisi : 

, ^ ^ a b c ’ 

ce qui donne un moyen de déterminer a, 5, c, en mesurant 
ces trois indices. Dans cette circonstance du plau d’inci- 
dence perpendiculaire à l’un des axes d’élasticité, ce plan 
contient l’ufte des sections principales de la surface des 
ondes, c’est-à-dire un cercle et une ellipse; le rayon' ré- 
fracté Lh allant à l’ellipse, propagera nécessairement des 
vibrations perpendiculaires au plan d’incidence, et consé- 
quemment le rayon réfracté LO allant au cercle, propagera 
des vibrations situées dans ce plan d’incidence môm_e. A 
chaque rayon réfracté correspondra un seul rayon incident, 
et une seule direction de la vibration qu’il propage, sv. ' 


1 12. Faisceau conique réfracté. — Ces règles conduisent 
à deux exceptions remarquables. Si l’axe -d’élasticité per- 
pendiculaire au plan des axes optiques l’est aussi au plan 
d’incidence, ce plan contiendra la section principale de 
l’onde multiple qui se compose du cercle de rayon h, et de 
l’ellipse ayant pour axes a et c, lesquelles courbes se cou- 
pent. Imaginons leur tangente commune prolongée jus- 
qu’en (A>, sur la face du cristal ; cette tangente sera la trace 
“unique des ondes planes réfractées, correspondant à une 
onde plane incidente qu’il sera facile de déterminer. Mais 
cette onde plane réfractée aura une inCnité de contacts avec 
la surface des ondes, tous situés sur une citconférence de 
cercle,' n® 102; d’où il suit qüe les bpsceaux réfractés cor- 


«.'J V, 



»■- 


SUR l’élasticité. ■- ,283 

respondant au faisceau incident, se transfom^cront en iin. 
faisceau conique ayant L pour sommet, et le, cercle des 
contacts pour base. Si la face de sortie du cristal est paral- 
lèle à la face d’entrée, ce faisceau conique réfracté pro- 
duira, à l’émergence^ un faisceau annulaire cylindrique, 
parallèle au rayon incident. 

Celte conséquence, signalée par Hamilton, a été vérifiée 
par Lloyd; un écran recevant le faisceau émergent présente 
un anneau lumineux dont la forme et les dimensions res- 
tent les mêmes, à quelque distance que l’on placéi’écran. 
Chacun des rayons du faisceau conique propage une vijrra- 
tion par^cuHlhrt; ; on remarquera que celui dexe^ rayons LO , 
qui aboiÀii au cercle de la sectionçrîiicipale,' ist perpen- 
diculaire au plan du cercle des co£,l^ts; en st^le qu^le 
cône oblique dont ce cercle est la bâsc a une'3e ses arêtes 
perpendiculaire au plan de celle base. Il s’ensuil que les 
projcclions des autres arêtes passent toutes par le point O, 
et conséquemment que la vibration propagée par une arête 
oblique sera dirigée, dans le plan du cercle des contacts, de 
la trace de cette arêie oblique à la trace E du rayon lumi- 
neux allant à l’ellipse de la section principale. Les pUeno- 
mènes connus de la polarisation vérifient ces conséquences^ 
.Telle est la première exception. 

Ainsi on peut, dans un cristal à deux axes, trouvet; un 
rayon incident aiKpiel correspond un faisceau coniqüed^une 
infinité de rayons réfractés, propageant tous des vibrations 
de directions difl'érentes. Et comme il y a deux directions 
distinctes d’ondes planes.tangentes suivant des cercles, ce 
problème peut être résoludédeux manières. Les perpendi- 
culaires LO à ces ondes planes particulières peuvent être 
appelées axes de la réfraction conique. Quand la face du 
cristal est taillée parallèlement au plan d’un desxercles dé 
.contact, il faut que le faisceau incident tombe normaleiuent, 
à la face pour se résoudre dans le faisceau réfracté, conique 
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à l’iiilérieur, cylindrique annulaire à ^l’émcrgencc. Avant 
que celte propriété eût été signalée, ori croyait ne voir dans 
ce système, du rayon normal incident, du faisceau éoniqne 
réfracté, et du faisceau annulaire émergent^ qu’uu seul • 
rayon traversant normalement le cristal, sans sé ^diviser et 
sans se polariser-, c’était alors un véritable nxe de double 
réfraction, et comme le cristal en olfrail deux semblables, 
on l’appelait cristal à deux axes. On voit que les rayons 
normaux incidents, qui présentent ce ÿhénomènè/ sont 
parallèles aux axes de réfraction coni([ue,\t non*8tix axes 
optiques que nous avons débnis géométriquet^cn^ n“j¥oi. 

113. Faisceau conique émergent. — Voici maintenant 
la'spconde exception. On a vu que cbaque rayon de la sur» 
face des ondes est l’un des deux rayons réfractés correspon- 
dant à un seul rayon incident, etcju’il propage des vibrations 
d’une seule direction ; celle détermination complète résulte 
de ce qu’à cbaque rayon de la surface des ondes ne cortes- . 
pond qu’une seule onde plane ou qu’un seul plan langent. 
Les rayons du faisceau conique ci-dessus étudié ne font ' 
pas exception, car cbacun d’eux ne provient qued,’un seul 
rayon incident, cl ne propage qu^v^e seul^espèce de vibra- 
tion; mais le rayon dirigé suivant nâe des lignes que nous, 
■avons appelées axes-optiques fait au contraire exception, 
puisqu’il correspond à une inûnité de plans tangents; d’où 
il résullcqu’il peut Être l’un des rayons réfractés, pour une 
infinité de rayons incidents situés sur un certain cône.- 
oblfqne, et qu’il peut conséquemment propager des vibra- 
tions de toute direction. * 

Celte exception, encore signalée par Hamilton, a pareil- 
lement élé.vériCée par Lloyd. Après avoir déterminé dans 
un cristal la direction d’un axe optique, ou taille, si l’on 
veut, deux faces parallèles entre elles perpendiculairement 
à cet axe ; on recouvre ces faces de feuilles opaques percées de 


4 
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deux petits trous dont les centres sont sur la même nor- 
male; on concentre sur l’un d’eux un faisceau de lumière^ 
en le plaçant au foyer principal d’une lentille convergente; 
le faisceau incident, conique et plein, qui se concentre en 
ce foyer, fournit le faisceau conique annulaire qui se ré- 
fracte suivant le seul axe optique ; toute la lumière réfractée 
suivant cette direction unique émerge seule par le trou de 
la face opposée, et par la réfraction à la sortie se trans-, 
forme en un faisceau conique annulaire, dont les arêtes 
sont respectivement parallèles à cellcs.du faisceau conique 
annulaire incident. Un écran qui reçoit ce faisceau émergent 
présente un anneau brillant, dont les dimensions augmen- 
tent à mesure qu’on éloigne l’écran. Tels sont les phéno- 
mènes des réfractions conitjue et cylindrique. La vérifi- 
cation complète de ces conséquences extrêmes donne à la 
réalité de la théorie de Fresnel une certitude qu’aucune 
théorie maihémalique de phénomènes naturels n’a certai- 
nement point dépassée. 

I 

H i .’ Rnjons réfractés pour une incidence donnée. ^ 
Queh]ues théorèmes importants résultent de l’application 
de l’analyse à la construction d’Huyghens, généralisée par 
Fresiicl. Le problème consiste à déterminer les rayons ré- 
fractés correspondant à une incidence donnée. Imaginons 
la suiface des ondes dont le centre est au point O, où le 
rayon incident LO rencontre la face FF' du cristal; pre- 
nons pour axes coordonnés ceux d’élasticité; désignons 
respectivement par A , B, C; A,, B,, C, ; A', B', C' les 
cosinus des angles que font, avec ces axes, la normale en O 
au plan d’incidence, la normale NON' h la face du cristal, 
la trace FF' du plan d’incidence sur la même face, lignes 
qui forment un angle trièdre trircctanglc; ces neuf cosinùs ^ 
vérifieront les relations connues de tout système orthogo- 
nal. Menons OP perpendiculaire à OL, et inscrivons la 
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droite 'PF parallèle à OL, et égale à la vitesse u de la lu- 
mière incidente; 2 étant l’angle d'incidence LON, repré- 
sentons par k le rapport 

(«) 


SID J 


soient Ti 1rs coordonnées du point Mi, où l'un des 

rayons réfractés perce la surface des ondes, x',y\ z' celles 
du point M' c^n^g^dc M,. 

,I/ondc plan^mgctéc, tangente en M,, aura pour équa- 
"tion^ n" OSj-ïT'i* > ' ' ' 

-^ax' X + by^X cz' Z — abn\ 

la vitesse de cette onde plane, ou la perpendiculaire OP', 
est, n° 99, 


(3) 


‘ v'p' V P 


cette perpendiculaire fait avec les axes des augles dont les 
cosinus sont 

• nx' hy' cz' 

i .’f —;=i —p=i 

v'P' vP' V^P' 

' et, puisqu’elle est située dans le plan d-’incidence, elle fait ^ 
un angle droit avec la droite aux cosinus A, B, C; on a 
donc ^ 

(4 ) A ax' -I- B èx' H- Cri' = O , 

équation qui démontre ce théorème r.emarquable, que les 
rayons conjugués à tous les rayons réfractés pour un même * 
plan d’incidence, sont situés dans un même plan diamétral 

cosFOP' 


de la surface des ondes. On a = 

OF U . 


V 


> d’où 


l’on conclut cosFOP' 


= À-y/|;,ou 


(5) 


A'ax' + h’èx' -r- C'cï' = k \jq. 
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Autrement, soit l’angle P'ON'= r, on a 


sirw sinr 


q ( A,a.r' H- lî, -I- Cl cz'\’ 

^ ^ j’ 

OU bien, en résolvant 

(6) A.,fix' -h +C,cz'= — 7^’. 

« 

Les trois relations (4), (5) et ( 6 ) n’en comprennent réel- 
lement que deux qui soient dislincies; en efl’et, la som- 
mation de leurs carrés donne iimnédiatemeut l’identité 
P'=P'. 

Ces trois reIations*Sont vérifiées par le groupe 

i ajc' = A' k ^ -t- A I w, hy = B' ^ -H B, w, 

Cl' Çyk y/7 -H Ciw, w = \/P' — qk‘\ 


SAA, = o, SAA' = o, SA'A, = o, SA'’ = i, SAj=i. 

Le point M' appartenant à la'SUrfacc des ondes, on devra 
avoir R' P' — Q' -f- y = o, ou, substituant les valeurs ( 7 ), 

1 (7/“ -t- w’) S — ( A' k \ q - 4 - A| w)* 

— S (i’ -t- c’) (a'/' \^7 -t- A|w)’ -f 7—0, 

équation d’où l’on déduira to ; w étant connu, les valeurs ( 7 ) 
donneront Jes cooi'donnces du point conjugué M', et enfin 
les formules (3o), n®98, détermineront les coordonnées du 
point M, , et un rayon réfracté. L’équation ( 8 ) est du qua- 
trième degré, ce qui donne quatre solutions; correspondant 
aux quatre plans tangents à> la surface des ondes, que l’on 
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peut mener par la perpendiculaire en F au plan d’inci- 
dence. Mais, de ces quatre solutions, deux seulement ap- 
partiennent à la question, et correspondent aux deux plans 
tangents inférieurs à la face du cristal. 


Ho. Cas de Vincidence noimaJe. — Considérons le cas 
où le rayon incident est normal à la face du cristal, on’a 
alors ' > 


( 9 ) h = o. 


<a=:V'P', 



, B, tV ; c,v/p' 

« 


si l’on pose, pour simplifier. 


(lo) 


S^=M, =tN, 


et qu’on remplace P' par l’équation (8) devient 
(n) V — NV= + ^M = o, 

et donnera les carrés des vitesses des deux ondes planes ré- 
fractées; désignons ces deux vitesses par V, et Y,, on aura 

< 

{I î) ! = v; - V, , 

' ' ( V;.-4-V’ = N. 

Çlicrclious quelle doit être la disposition de la face du cris- 
tal, par rapport aux axes d’élasticité, pour que les deux vi- 
tesses V, et V, soient égales. 11 faut que ]N* — 49*^1 soit 
égal à zéro; or ou trouve successivement 

I N’— 47M = [S{6’-(-c=)A''î]’— 4Sé=c^A;.SA,” 
l c=)a; - t-(a=— c’)b;-+-(* 2=— 6’)c;]= 

(.3) - _4(„=_6=)(i>_c=)AÎCf 

I , r:=[(«’— — (a, v'ê=— e’ — 
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2iÏ9 


ne peut être nulle que si ^ 

B.=o, A|(i’-e^}_c;{rt*-6»)=o, A’^CJ = i, 
d’où, résolvant, ^ 

* ** â - _ 

'^.4 )*a,=^(EZ, B.^o,td!‘^d3iS2T • 


» * 

L *• 


y fl’ — c’ 


!•< 


V ^ c-* 


cest-à-dirc qùira le laypaii'ôrniaHncident est parallèle à 
Tun des ax^dc la réfraciiori coi^ijp, ouf si ‘l’onde plane 
réfractée est parallèle ap plan d’un'des eerSfcs dc'contact; 


ce qui donne un cône.dè rayonl^^actés. 

■iDésignons paç,ï!^W'|^es -angles qui le rayon normal in- 
cident ^it avec, les deux axes de réfraction conique; on 


aura 



■ . . cosDCosn' = Af («’ — i’) — 

et# outre, ’Ja'^aleur (lo^ de N devient successivement- '* 


î'" ( ' — ‘Af.^î) + (ûL^ è’) cî ' •• 


Xjs^éqüiitions (ta) prennent ia focipàt 





VJ -f- VJ SS (a’ -h c’) — (rt= — c’)cos>i COS))', ‘ 

<^’)sin.5smV, ^ '„y 


f.: 

V ^ • « • 




-f 


%^'v - 

■ , «f ■;• • . . ■ ;•••':•; 4'*^ 
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et donnent les formules usuelles 



2 


’ - V. 2, ' -ViM; A' ■ ^ " 

* ' '-T> 


Pour chacune des valeurs de V (t^> on aura 

. n , A,i» , , 

P'=f,' ^ =“r’. = 


et les formules 







r, = ca 


b'-R.’ ^ b'[c^ 


D' 


Z, =âl nd*z 


, P'H-c’R' — 




■1 


D' 


^ ' 


■ ->r ^ 



à' V 


oùD'«=Tl'P' — < 7 , 'donneront la vitesse jdu rayon réfracté 
côn es poïK^y^, et les coordonnées (Pun point de ce rayon^ 
ce qui coniplétera IS solution du problème posé, pour lo 
cas de riucidenccynormalji. 


té' jih 




J 16. J^i'cèsélastiqiiesJéi'élbppées 'lorsd^'VjhraLifins 
lumineuses, — Revenoi*' maintcbâut,.à. la théorie de l’é- • ' 

lasthdté, et proposons-nous de \rower quelles sont les' * * 
forces ételiques développée^anfles milieux biréTringenl^, 
lprs.de la propagation des', ondes lunpineuses. Rappelons 
, \ queJJLes ÎN, , T,-, spnt dounéo^par lesibrmules (i3) de notrié 

Ift ^ î At-nrx T J on fi T ACrs t1 o1 1z.SC il Ctl ni1 PI Tll m* IAC 




\ 


4>x-scptième LcÇbn, dans lesquelles il faut supprimeras 
,^^^J^term« en 0, et où leS constantes A, C,/, D, E, F ont des 




i 




»• 


S 


•r â ’ ^ 

#v;i- 


* 'V-t» ^ 
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valeurs ^i^^rmiAées appartenant à un premièf 
^l’axes. Rappelons aussi qu"? les six constantes A'j'fe', J', 
D', E', F' des N', TJ, gui se rapjiortent à un autre sp- 
« lèniq^sont données par les formules («8), 11*1)3, où les /», , 
w^7^sonl les cosinus des al^gles.de direction Ses nôtfewaux 
, axes. Si les preiujlérs axes sont ceux d’élasticité, on ^ (19), 


!t les formules citées dondent 


K 1 D' = P Sn’/Hj Wj, E'_=pSfi’/>r,w, , F' = pS<l’/iî,iH»r 

Supposons que le milieu cristallisé vibre actuellcflicnt, par^ 
suite delà propagation d’une seule onde plane. So\eÿ{ rn,>i,j> 
les cosinu»’ appartenant à sa normale, on pourra prendre,' 


V, <t,Vÿ^tanl les ddüx vitesses de propagaiion que l’onde 
pgut aBmettre; prenons cette normale pour axe des z', 
cTst^rà-dire remplaçons mj7 n*j, p, parw, //, p. 

Les vibrations prôpaget^’ibe peuvent avoir que deux di- 
rections différentes, u“ 96 , données par les cosinus - 
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t 


.! V 


■* 


1 


(23) 


.[■■-A'vr^’ -f-Wn-yr 

I n, = £v’ - i=) (v; - C-). 




f-y^ 


ih.' 


î Prenons ces direction^ pour céllesdfs x'et dcsj'’'; c’csl-à^ T*^ 




dire remplaçons m,, «, , p, par |,, «,, Ç,, /»,\-7h,3^i pai? ^|| 
j les constantes ( 22 ) sont alof^ * i : 

■ # 


(=*4) 


k *- 


f 


A' = fSrt’Sj, C'=;'pShm, ,f' = pSn’/«>, 




^ jP' = pSa’»/E„ E'=‘p§nV«i^, F' = pS«=Ç,ç„ 


et, si l’on calcule ces sommes symétriques, on trpuve sans ' ^ 

diiHculté 

. ^ ^ 

T 5 .^A' = pV^ £' = pv;, ■ 

I)',= -prJ-„ E' = _p,J„, F'=i=o. 



Eiitin, pour obtenir les S' , T) , qui correspondent aux’ a’xes ^ 
choisis, ou accentuera toutes les lettres des formules (i3), 
3iÿ-scpiième Leçon, en supprimant toujours les termes * • ^ * 
*Èîih en ô. 

Imaginons que l’onde piancs^ne'propage qu’une seule des) ' '^i 

a deux vibrations*, par exemple celle qui correspond à^,vi- "ÿ' 

* t^ss V,, c’est-à-dPre que la vibratioli m’opère partout parai- “ 

It- lèlcment aux x' , et Je propage suivant les z'-^ on jiburfa - * 

f * prendre j. *5 *'^**‘* 



\ r 


r: 


(aG) 

et il n’y aura que 
du' 

(»:) 

*,»v . . *-? 


V. 


J i 

•■ 'iAX ' ' * 


4 P 

' » 


y v' =3^0, fi' ^ O, 


♦ / 




t- 


(»:) — ev. 


air 

COS27T- 




• • 

■■ 


; '^.v • • *4 


*» -W i - - i-- - '•■■ . 

r Tî. . .'..... - -i,.' V . ■; .• * . w 


•V 
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) s*ïl*stiluant cette unique dérivée et Is^piistaiites 
■i" ( 25 ), ou a déünitivement '' ^‘ \ 

(2'S) 



t 




^ ', - * O, iN ', = 2 pc7^ , N*JPfc O, 

xy— ^ 5r', = _ fc^'j , ï'^ =^^po,{,,. 




^ • 

Cela posé, la^orce élastique exercée à l’i^ifue i sur tout 
^émeot-plan parallèle à l’onde plane, a nour composantes 
PjjîOu J, O-, O ; c’est- à-aire que celle forîe 

élastique est tangemiclle, et dirigée dans le sens môme de 

la vinrotirtn • c/^*« î i *. 


la vibration -, son intensité est 
- 2 ^ 



, , il faut la prendre ^'ec le sigSP^^n; l’action de la partie 

_ ' la plus éloignée de l’origine sur la partie la plus voisine, 

iVF. le signe + pour l’action inverse. La résultante des 
^ forces élastiques exercées par to,m le milieu vibrant sur la 
’ « couche, d’épaisseur dz', comprisenentre deux positions suc- 
cessives de l’oude plauc, sera 


f 


4 


Z 

t 

V. 



4 " t t ' * J 

--^pr/z smair^r^,^ ou ^dz 


d',t' 


di- 


**■ 

^ c est 1 accélération qui détermineie mouvement vibratoire. 
> La force élastiqujj^xeijfëe à l’époque t, sur tout élé- 
ment-plan perpendiculaire aux x' ou la direction de la 
^ ^ vibratioiij à pour*cqmpqsante 




■ i^l»X,,r,) ou ^O, — 

c est-à-diré que cette force élastique^t tangcntielle. Soit 
^ - - . % ^ 2 

|r *3iî’ ' '* 

"-t 







X 









LFCONS I 


son inlcnsile, .011 aura 


pour les cosinus des^ugîes tjue sa direction fait avec les axes 
des V et des a':^(/r 

■ n'' . -■ 


Sa:* étant le carré du rayou'luinincux )\, ou du 
tour allant du centre de la surîaee des'ondes a 
contact de l’onde plane, rayon qui est silu^ sur 
l’élément actuel ; on a donc 


d’où l’on conclut 


ccsi-h:^iïuo(\nt la direction (le Ifl forceV estcelle riurnyon 
lumineux i\. La résultante des fôfccs étastiquea cxc^^gi^^ar 
le milieu vibrant, sur la couoiie d’épaisseur dx' comprise 
entre deux plans infiniBient v'oisins, ^lerpendiciilaires à la^ 
vibratiou, est nulle, puisque Fj;pe conticut pas x'. ' 




'■ et nous avons trouvé, n° 97 , 



> . 

n, = v;(vr'^ v?KS’-’-v; 

). ■ 




î,% _ X 
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sur U possibilité (Eunksoul centre d'ébrinl^ent. — Conditions ^ 
de.cctte po^sibilUé. *— Condilion^ur les ondes, vél|^éc'par le» ondes 
^T^rogressi^es’^^eux nappes deth-esnel. : 


^ "^ ..07. Ondes progressives. .— r-. L’explication des phéno- - 


mènes optiques des cristaux biréfringents repose sur ce 
pfincTpc, qu’une molécule de^a suriacej^lteinte par la lu- 
^ ’iiuère, devient le -centre d’un système d’ondes h deux ^ 


•- /nappeft. Il est donc nécessaire, pour la vérité de celte ■ 
“‘‘i'explié^ion, qu’un pareil sysième puisse exister. Nous 
■ al lotis x;hercltfir les conditions que la théorie de l’élasticité 


^ allons x;hercltgr les conditions que 

im’^se à ce sÿstèifae isolé- Là surface des ondes, dont l'é- . t ^ 
jqualion est . • ■ 

(0 ^ RP — Q + 7 =T f>> 


Sx’=R, Sa^x’ = P, 

S n’ ( i’ r^Q, a’4îÿ’==y, 


£• • . ._ 7 ^st r onde progrcssive*iÉnrès l’unité't 

V ' position après le lernriy'X, il suffit i 


.-5 - r’ P>.Q> C’" îr’ h’ comme pour ^obtenir > 

des surfaces “Semblables dont le centre de similitude est à 
l’origine. On a ainsi l’équation , ^ ‘ 


A’ P Q 


'de temps; poçr avoir sa 
de changer x, y, z tn 


laquelle rêjh^enle loutes^js positions do l’onde, en y fai- 









A , 




■CX- 





KkT ' 


^296 ' * LIiÇDNS 

^ant variei’ le paramètre ?.. Celle équation, résolue, donne ' 



X’ 


_Q±v'(j» — 4yflP 


2</. 


I.es deux valeurs liosifives de X indiquent que, lors d’une 




seule onde progressive produite à l’origine des coordon- 
nées, centre unTque d’ébranlement, un lipoint dont les 
coordonnées sont x, y, z sera agité à deux époque^ diffé- 
rentes "i». . r - 'J 

S'il 


1 


(5) 


I xf^ i/9 _ ^ 

V 20 



-4-7RP 
7 

ou, autrement, que M sera successivement atteint par les 


deux nappes de l’onde progressive 

H8. Conditions de possAilUé, — Si le dbntre d’ébran- 
lement exccute-une slSîte indéfimé'de vibrations,- le dépla- 
cement y sera représenté' par les projections 




(6) ur=Xo (', = y,COS27T^» . tV, — Z, COS27I g; 


Bêlant la durée d’une vibration complète. Le point M re 
cevra chaque ébranlement central après deux retards diffé 





rents X, et X, ; de là résulte que la loi de sbndcplacemerit- 
sera exprimée par les projections’^ ' . i 

ir — - . ^ 

G 

/-X, 


K=X,COS27r COS2 7T ■ 

« • 


(7) 


'•V =Y,C0S27r — ;rr--t- YVcos2jr- 


tv = Z, r 0 S 2 r 


SJ 





- Z, C0$2lt 




G ÿt . 

X,,'Y,, Z,, X„ Yj, Z, étant des fonctions de x, 


' * T y ^-4 . . 

X f » ^ : 




. T * 




* F « - 






a ' - 





. «, ^ • 


’•• J»> ■^75- • 



' . .V 

•» 
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0' 

II 

0 

II 

0 

II 

' 1 

5fi-+-Yj — Yj, Z|^-Z, = Ztf. 

* 


Ces fonctions doivent se déterminer par la condition que ^ 

les valeurs { 7 ), des projections do déplacement moléculaire, * 

vérifient les équations * , ^ ^ 


flu\ 



dx j 

y r/j: 

dz , 

Lî^-" • * 

4 

dy 
/ dv 

d‘'’\ 

dz 
/ du 

dv' 

\ ' , • 

\5i“ 


dx-^ 

l, 'r-v V.-iÿ» . 

• 

dz 


dx 


tU^ vS:» 

4t^ 




•/■c iljr * q<’ 

qui contiennent implicitement la relation * 


m 


. du di< d<v 

t ('O)* — + — + = O. 




dj- dz 


. et que nous avons trouvées pour représenter les petits mqu-„ 
venients intérieurs d’un milieu homogène biréfringent, 
lesquels' n’altèrent passa densité. 

• Les équations (g) étant linéaires, il suffira de trouver ^ 
des fonetions X, Y, Z, de x, jr, z, telles que les projec- 
tions ,C 


« = Xc 0 S 2 ir — ^ »•* 

G jT' 




P 1 


V = Y cos 2 TT 


f— ). 


» 

«»= Z COS277 - - — J ^ 


vérifient ces équaiions, X étant 

2 _ 




2 y 











■fT' .>, 


*- *• jâ.'- 


Vf . 


À kS; 

% .r 


> 










•• * % 


Jl.. 4 À 




■ ‘ii .-'v* . ■ ^ £»^ 
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aHC *’ - ou X, ; car, en changeant dans les résultats obtenus le signe 








du’radical vQ’ — 4îRP> ou en déduira les autres tertnes 
^ . des projections.(7). Sans rien spédher sur la nature de la 

fonction "k, cherchons à quelles condjtious^les valeurs (ii) 
pourront vériÇer les équations (9). On a 

, du dv . du' /d'n. dY (3z\ t- 


J 




4 


■^■^* , * et cette expression devant être nulle quel que soit <j il, 

, ’T T 'faudra que l’on ait - 


V 0' 

>• 





dX 

TTT 


dY dZ 
-dZ^'dl-°' 


d\ d\ ^ d\ 

X- — l~Y“; — hZ — — o; 
dj; djr dz 


> r 






,.ce qui montre. que la vilîration doit s’exécuter sur It^lq 
tangent à l’onde dont' le paramètre est X. 

Quand on substituera les u, v, w (11) dans 'IcsJ^qua^ 
tiens {9), les seconds membres ne contiendroiU^jqu^t 
t— X - 





m- 


termes en cos a TT ; il devra en être de même des pfe- 




■%ir 


miers metriiires. On empêchera d’abord que les premières 
diiléreiAiotiqps en x, y, z ne doublent les termes, en pre- 
nant 'q>our X, Y, Z les dérivées premières d’une mtSne 
' foncticm (J5_car,'si l’on prend 


V. 

■4 


3 • 


t — \ 


.»■ 


(i5) 


' t'-l 

V cos 2 TT — - — 1 •4IP 


i f(r 


4> 


'7 


F 




m- 


% 

» 




V 



ch 


CÛS2: 




V 

* :r \ > 


Jl 


''H:. 

^ ■ 


m 



«5* 




^ 


V V 



SUn L KLASTICITli, 


lions 


en posant, pour sim 


Ensuite, pour que les secondes di/Tércutialions en Jî, y, 
lesquelles sont définitives, ne doublent pas jiôn jrflis 
tcrrtici^,il«ullitque n’U, c’W spieut les dérivées p 

mièreS d’une mi^c fonctÎDu i|/, ou que l’on ait % 


tes conditions étant l'empilés, les substitutions faites, et 
les facteurs ^communs supprimt^les équations seront 


. ■%* 








—rr "»^ k fc '• t 

■ 'i * 3oO * •%. LEÇONS ' ' V V 

* ^ vérifiées, si l’on a ^ ' ' S 

? 


. ♦ 
n 


<■ -y • ' 


c'W 

du 


<1^ ' ^ 



dz 

d;c' I* 

a' V 

di 

— C^W rr.: 

df 


(iz 

dæ’ 

Ty' • 


fl\ 


d'^ 


fîjr. 

dy 

Th' 


r . 



119 . Équation au paramètre des ondes. — En résfamé, 
il faut que les fonctions X et 9 vérifient : 1“ les Jeux équa- 
tions (16); 2° les équations (19); 3 ® les trois (20)^; en tout 
huit. Parmi ces équations, la première (16) né concerne 


que 9 ; pour en obtenir une qui n’ajipartienne qu’.à X seul,' V 
s il faut effectuer une élimination; on y parvient de la ma 


suivante. La première (20) devient, par la substitu- 

* des W, V, ( 1 8 ) , 

L V'O'/ \ilzj ^ \(U \ tlyttj- tlzilzjilxY' 




t* multipliant par a', ajoutant aux deux membres 


.■ . ("') 

* 

* plus simplemeut“ 






‘dx 



on aura donc, par" cette relation, et par ccIIot qu’on ob- 
tiendrait en transformant de la même manière la seconde 
et la troisième ( 20 ), le groupe suivant : 


Tl 






d\ 


rn 


d\ 


rd9 


■ U 

* 

dy , F — /»’ 

dz . JF - 

» 

• 


* . 

» *■ » 



^ ■ 

• . r * . 

% 

* 

• 



-/.-Æ 


a; 
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SUR I. ÉLASTICITÉ. 3o I 

On élimine G et les dérivés de f entre ccg équations (!i2 ), . •* 4 ‘. 

en opérant sur les premiers membres comme pour foimer 

S ^ ^ ou G, ce qui donne, en divisant par G, ‘'Vf 


( 23 ) 




r 


- 


équation que l’on parvient à réduire à la forme plus 
simple ^ 

^ ■ 

V-J-=o,. 

!• — a‘‘ ’ 



■ ’W 




qui s’obtient d’ail|eurs direcleméni par les relations (22), 
d’après la seconde (^). 

L’une ou l’autre des deux éq 


: P > 


équations (23) et (24) suffit 
donc pour caractériser la nature de la fonction 1. On éta- 
blit l’ideupté de ces deux équations de lanianière suivante : ^ 

La seconde, ou (24), d’aprèrF (21), peut se mettre sous 
la forme 






OU, en divisant par F qui ne saurait être nul, soiis-celle-cî^ 


.î.. 








la première, ou ( 23 ), devient, en chassant les dénomma- 4 
teurs. 






'' .•m 




r*^ 


et, en développant, ayant égard à la valeur F (21), et 


^adoptant la notation des r, p, (7, n'» 97 ,^ 



’ a-»' 'J*- A . . i.' 


v-ii 










3o2 LEÇONS 

niaif'oii a identujuéiiienl 






* /■ on a donc, en subslituaiit, 





të)’ • 


■ rF’ + P F. — 7 ; 


* V ^-r 


r ‘ 
r 


et, si l’on réduit, si l’on divise par <7, on retombe sur l’g- 


. <iuation (aS)'., L’éqnatîo^- (24J peut donc- Être regardée >*• 

^ coinine nncspimplificatian de (a 3 ). Alors'la secondé (16), 


f]ui résulte des ‘valeurs lorsqu'on a établi la rela- 

(24)) n’qst elle-même , qu’une conséquence de ces va- 
^ * , leurs (22), ou des équations (20). 




L li 20 . fPSrffbUition. — Il ^ut que la fonction X (12) vé- 
rifie l’équatiffu (24) J ou (23), ou (aS), sinon lemôüvement 
_ jéaéral que nous avons defini comme provenant d’un seul 
centre d’ébranlement ne serait pas possible. Avant de faire 





le Calcul de cette vérification, rappelons la notation des 


■M 



* ‘jpt- 

R, P, Q e^des r, p, <7,^ en y jôignant les deux identités.; 






Sile’xÇ^^R — Q, Sq':%’tr^rP — Q; 




rappelons aussi le tableau de symétrie du n® 9 a et le genre 
de sBiSepiation 'qili s’ensuit, à i'-ajdé'du signe S. La fqnc-'t^ 


-■• - . lion X vérifie le gAm'pc 

* 1 7 X' — QÎ* -t- RP o )' % 7 l*.= Q .-4- VlJ* — 4 '/ RF > 

♦» faS) I RF. 

... ' •.’ ’ ■ 
si l’on désigne lé radjj^^par D, on aura? ^ ' " 



■ j]^2r - ■ ‘ ■ ■ -■<=*9 ^ ^ RP-î^pd.* ^ 


Mr *3i»- .:.iï 

;||r 







J 



sim L ELASTIClTt; 


La.sobslitnlion’ilff-);jV J- aux a:, j, c dans le groupe (Xi) 
la dix-neuvième ïîcçon, donne le nouveau groupe 

uyf4’c>V — Ç5T 


et qui donne faci 


qui^uivaut à la pMlBière équ. 
knienl .. 


autre forme de l’éqUalion*qui particularise la ^uction X 

ipRlicalion 


Çnriii, eaniplélojjâpw H le groupe desim^ 


'foutes ces formules étant présentes, différfentious par 
ppoft à^a secondâvflSlS ) , il vient successivement 

^ WAP ,,WQ ifWRP ■ 


tj e flflgjft ant Kes dérival^Diis indiquées, on a 
[juatiôif du^foupe • 

P — a’B 


première 




0 






3o4 - ■ LEÇONS 

les deux autres s'.obtiennent de la même manière, en dififé- >. 
rentiaut la seconde (28) par rapport | puis par rapport . 
à 2. Ou dcduitdc ce groupe ( 33 ), 


d\. 


D> 82-^ = >i=Q — 2RP= 7 V — RPffc XJD, 



'd’après la première (3^) et la seconde (29),«^u déCniti- 


vement 

( 34 ) 


itOU UdJlllil^ 

'4 


Sjr— = A, 

dxi. ' ' ... 

ce qui devait être: car la fonction^ (12) est une'fonction » 
homogène de ar, y, 2, dont le degré est un quand on l’é- 
value comme on doit le faire, c’est-à-dire en tenant compte y 
des irrationnsJStés. 

* La première. ( 33 ) prend les deux formes r 

• ■ 

rl\ 


1 I 




. Tl: , ^ y 'r/ 

■ ir r . 

IKr:. . ■ 

Si l’on multiplie la première ( 35 ') par b'-c'x., la seconde 
par a*, et que l‘on opère sur chacune la sommation S, on^ 

• trouve,' par les formules (27)Zet la troisième (28'), 

f A? 

• * • «• 

« • \ 'J*~ 

ce qui donne les deux valeurs , •* _ 

' ; • .1 = R wÿ 

..-'si - 

V • • • ' ■ • Æ 

•0 * ^ i • % • *• 


VD 




• " ♦ 


• » 


-** 

• < DlÇiîIzp^oÿ Go ’A 

r * . _ •* - 
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Si rôn multiplie la première (35) j)ar 4’c’l— la se- 
conde par ^^ j^r sommation 9 donnera, par l’équation 
(34) ctiiiî* valeurs; (3a), 

J ‘ d\ (D\ 

D). F =*îX (/■).’— R) — (</X»S«’x— PS6V’3>^J, 

.y* • t- 

_or, les formules (36) donnent j(j|éiçent,- d’^pr^s 
coude (ag), ’ ^ , 

,mkÀ^ P*plk-P) * 

qVS tj^jTK — (- PS A^e’x — = ; 5 

, -'/à'- ^/X R(VX'— R) 

' , -T— 

substituant et résolvant, on a lcs^'^lleu^s 

^V(rX’-R)-P(/.X»-P) • 

\ ^ = Wd ’ 

j .. X«(/^X’.- P) -R (rX^-R) 

xül ’ 

■pelles équations (36) peuvent, s’écrire ainsi : 

( 38) x.si’c’x g = Rp; 

* On dé*duii des VAjeurs (3^), cri éliminant successivement 
l’une des deux paF^thèses (jui figurent dans lea; numéra- 
teurs, et ayant égard à lasccopde des formules ( ag), 

(3g) X’F-HPH = (rX» — R], RF -+- r/X’H = (/>X''— P); 

par ces valeurs, les deux forqics (35) donnent,, sans d!(Ii-?|^^ 
1® toiT- ao , 






.— r 


.V 
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culte, 



LEÇON 


uJC s 

'd\ 


DV^=->x[R(F— fl’)+ i’cn’(ûMl— i)l], 
ax • . » • - 

• et réliminalion successive des deux parenthèses («*H — i ), 
( 5 ^«*) conduit à 

(^) ■ J tàk 

* ^ i 

- . ■ -^ 
d’après la seconde ( 29 ); ces écpiations, jointes à leurs sy- 


as. 



métriques, donnent le groupe 

suivante 

< 

» 

d'k 

■de 


d'k . " 

rfx "kx 


F — 

è»cn\— P' 

fl’U— 1 ■"aU’ — R‘ 

(4«) 

d\ 

Ty 


d\ 

dy 


F — 

cVPÀ'— p’ 

ini — I — r’ 


d\ 

Â 


d\ 

dz À Z 



p’ 

, c=U — 1 c’V — R* 




2î_ 

.• ''(F’iâi») («=u«- iT^ { 6’cn^ - P) {an^ — R) 

. 41 ^' 

. t V fc . % 


•'* ' <8 

lequel conduit irès-siinplemenl à la vérification cherchée. 
Ou a d’abord^par la multiplication des deux fractions» 

qui ont pour numérateur et d’après 1^ première (3o), * 

■ "iî ’ •• 

- ‘fdiy . ■ c f ■ - ' 

■ tVc ■ 


..i» 


V» 




4r 

♦ 
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ce qui donne la première valeur du nouveau groupe 


• /t 




— «’) (a’H — i) 

-/.»)(*■ H -i) 

/<ny .{F — iv' 


r: les deux autres s’ohtieniicnt de la même manière, en niiilti- 
’^^^pliant les deux fractions (4i) qui on‘l pour numérateur^, 




A puis celles qni ont pour numérateur — • On conclut enfiÿ,>|| 




/•'des 'valeurs ( 42 ), et par les formules du n® 95, 

• ^ (?)' 

S = î S (è* - c’) (,e - é’c») = 1. 

' ■ 

s = -î- s fi’ — cM {«’ H — i)^ O. 

• K /i3 A ^ 


Donc la fonction X (ra) vérifie les équations ( 23 ) et (24). * - 

• • ' ^ -r . 

A'l\,'’Perpen^cularité de 'vibration. — Le groupe (4 1 ) 
conduit à une fnwe conséquence, fort importante dans la 
(gestion qui nous occupe^ il donne . • ^ ' 

¥ J> ■•fc ^ ^ d.c . ^ X’ ' 

d’après l’équation j3i); or on a, par les relations ( 22 ), 


• d\ 

• • x-~ 

Sj;-’-= GS ■ » 

(ix r — fl* 




20* 
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li&n que r 


LEÇOWS' 

donc la fondit (?> que nous chercherons dans la prochaine 
Leçon, doiniéiificr l’équation 


Laquelle dJinontté^nela vibration de chaque point M s’exé 
^ *ùtÿfari)cndicMaireincnt au rayon, ou a la droite qui join 
i ce point au centre d’ébçanlemcnt^ 


•-- A» 


A 






1‘|t'JfïNGT-TR0ÏS 


$uit« dés fflshércbcs sur la possibilité d'un scut •centre d'ébranlenayt j 
DctermiJi^on des projections de l'am^Htude. — Lois de rampli\uà^des | 

Ttbrations. - m ' — 

9 ^ 




* ^ 

JT 

* 122. Résumé des con^^ons de possibilité. — '^eipJi-’ 

cation des phénomènes optiques d’un milieu biréfringent 
supposant qu’une molécule de sa surface, atteinte par la 
lumièrî^devient -^centre d’un système d’ondes progres- 
sives à deux nappes^nous avons pensé qu’il était nécessaire 
de rechercher si un pareil système, provenant d’un centrÿ 
unique d’ébranlement, peift exister seul. Nous avons établi, 
dans la Leçon précédente, qu’il faut, pour cela, que les 
projections 


tt = X cos a 


r = Y C0S2TT 


„ t A 

tV=Z COS27T > 

(5 


OU G est la durée d’une vibration complète, 
mètre des.ondcs progressives, est tel 


. et où X, Y, Z sont des fonctions de x, y, z, puissent vért- 


' TU « 

« ’ *v 
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3^0 LEÇONS ^ ^ 

fier les équâtions aux différences partielles, 


trois rela- 


fii^^si les] fonctions cji et iji 


Digitized by Google 





■ 


* ,' P^ 

• >. • 




^ ;\ suR'off^i^s'^oîS^ *• . 3n 


Uons, 


rfX 


rfx • F — fl’, . F — 0’ dz F — c' 


» 


ô« G «l F, représentent, pour simplifier, les deux sommes 
symétriques *• ' * ' . * 

/»'■ ■ «e»*-^âg.’'F=.*^(êy. ■■'. • ■ 


' \. 


•, • L'élimination de G et des dérivées de f, entre les rela- 
' , tiens (7), nouÿa donné l’équation 

* F — fl’ ’ .fié F — . - 

dont la séconde forme, rapprochée des mêmes relations (7), 
conduit â .la condition 


i\o\ 


d y rfX d ff d\ ■ d ç d\ 
dx dx dy dy dz dz 



.t 


' i 


’ Enfin, nous avons vérifié que la fonction ^ (a) satisfait à ^ 
, l’équation aux différences partielles (9), et qu’elle est telle, c 
que les relations (2) donnent * î^'- 


(•') 

s 


"t. 


rf«p dif do 

* -T = O- V.'- 

rfx i dy dz < ■” 

• " • \ 5 * ' * ■ >*• 

^D’après cela, les équations (9), (loj, (11) sont trois consé- 
quences ^iÿinctcS du ^roupe*(7), et peuvent conséquem- 
hient le remplacer. > , 


.V 

! 

. ' > 

^ t 


1S3. Détermination des proÿ^ions de l'ainglitude' — 
•'Ainsi, la fonction y, qu’il s’agw^e i^étciiminer,^deU satis- 
faire aux équations (ic^, efaux con<îîiions^^Wet (5), 


loBsqu on y nibstitu érivées’dê la 
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— V 


,K 

« 




3i: 


» 

\- 

Jf ■ 


t 


-;• ' ' ■- ^ _ 

laquelle vérifie réquation(^)[^. Du {leul remplacer le sys- 
tème des deux équalious (ip) (i j) par les trois valeurs, 

' 

r/^- ■ f’n ,d\\ • . ' 

(tx ■ *“ Y '^î* '&) ’ ''^«1 

ilo i M-:k -v/ÿ? 

dx^f üf) 

d<) i d\. d\\ 


w étaul une nouvelle ■fonction ; car, si 4’on ajoute, (ÿs -rjiffi 
valeurs après les avoir respectivement multfpUées. par ‘'TT"'‘ 

€l\ d\ cf\ ] • I . V ./ ^. 

dx’ ir' "dz reproduit los équations (ip) 

J ” V * 

et (i i), et cela quel que soit»». Mais cette fonction w aôit 

. être telle, que les valeurs (ta) satisfassent aux conditions 

K-*'-.; ( 6 ) et ( 7 ), et en outre apx O&nditions d’intégrabilité de p. 

Les valeurs (i3^([[^bstituées dans' la première des ex- 
pressions (5), la transforment ainsi : ’ i_: 









ajoutant et relrancliant, dans le second membre, le terme 
(ùx ( et introduisant la notation des fonctions symé- 

•'v .1 

tnqueS) n vient 

[d* ^ dx , . \'r 

— * *. '.* > 


nous avons représenté S P^r H> ^30, et démontré. ^ 

d\ 0 * 0 ^ •; ^ 

que Sx — est égal ?i J.j on a don^'jen multipliant par^«', 




-J 


> 
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•X ^ t • ' 

dX ' 



‘ *ajpûtaaC'cl rcfintÀcliaut x. 


on, puisque l'équation (4t>) da^" 120 donne 




«.• 


• ''JdX R <A • 

, j:(a’H — i) = - — > • 

. » • . djT ' ' Xdx 

pins simplement, 

(.ar = 



J- 


' • Maintenant, si l’on observe que x — aura succes- 

sivement * 


, /R^ 

■ \), d:r y X lie 2 


£R 

dx • 




rfx ^ de R’ ^R 


2 ^’ dx 


2X» 



et , en désignant — par a , ce qui donne 

“ . ; • • ■ * * - • 

, /, dx viXf„ d\ \ ‘J. 

la valeur (i3) devient la première du ‘groupe suivant :* . 


(i5)fl*U = Rw. i’V = R«. — ^.x’W^Ru. — 

' ' 2a «/x — - X- > 


aa 


3xdt 


les deux autres ‘s’obtiendraient, de là même manière, eu 
substituant les valeurs ( 12 ] dans la seconde et dans la troi- V '' 
sièine des expressions ^5). Dans le groupe (i5), pour 'sa- 
tisfaire aux conditions (6), il faut et il suffit que Eco soit 

Z . 
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LEÇONS 


A.' 




une fonction de <», ou de — ; on doit doue prendre 




•et il lie reste plus qu’à détéeminer la forme de la fonction y, 
de U;llc sorte que existe. ' 

■Âv^pt d’entreprendre Celte dernière recberclie, romar- 
■quous gi)e les valeurs (lu) donnent identiquement . . 



w rfx 

s ; - = 0, 


i/x 


et TOmm? on a^ên observant que u> (i6) est la fonction de X 




et R seulement, 


,/it? 


i (ix 


f/ar* (ix (ix 


(1<M d<ù d'k 


dx 


et -T- = 


dx 


d(d 

— -f* "2 X 

d\dx (IK 


il s’ensuit nécessairement 


rf’ç dtji 

* •* f/x' cTk (tx tix 


rfw „ do 
Sx = 
,rfR </x. 


d’après les équations (lo) et (ii), ou déGnitiveiuent 



(» 7 ) • 




lir’ ' rfs’ 


. •* t 




Ainsi, les équations (17) et (10) ont lieu nécessairement 
* * quand les' projections (i')' véiiGentles équations ( 3 ) ; ce qui 
devait être, puisque ces équations ( 3 ) comprennent impli- 
. citement la relation y .1 


(iS) 


J du dç dw 


dx dy dz 

. f 
» 

« y ■ 
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4 ■ 

• qui exprijnc qoe les vibrations dont il sîagii ici ont lieu sans ■ ,i 

cliangcineiit de densité. ^ " -I 1 

I Voyons* maintenant s’il existe.iuie forme de la fonction /, 

telle que les' valeurs (la), dans lesquelles on substituera ^ •' 

puisât être les dérivées d’une même fo|icpou ^ 

J/ \ ' f 


Soit posé, pour simpÜflcp, f (a) =/, ^ Poi» 


* ^ - ». 


égale les deux expressions que donnent les valeurs ,(12) 

pour-^^^î en déduisant^, ^ de la seconde''(i4)> «p ob- 


tient un résultat dont les parenthèses secondaires devien- ' 
^iient des trinôlnes symétrirjircs'^’par l’addition et la sous- 

traction de termes égaux-, alors,; en' remplaçant 


par par H, ^ 


on trouve 



2^ -, 
R’-' 








2//' '/À . , \ 


W- 


\ dx 

* 

et, réduisant, divisant par x, il?vicnt 


*s- ivri 


i-s) V. _ »") +/(S- »£) 

On est conduit à la'inême équatic^ (ip), qui cs?^j-3^rl- ■ 


f 


*' * fi* O 

que, en égalant le^^dcux expressions de et «;lles de 



:n 


i» 


Ç-% 


^Tnéduites des valeurs (i2t) -^(^sorte que cotte équ|îr > 

tiou (19) exprime .à elle seule les conditions d’int(igra^ité j' ^ 

1 .de la fonction ®. '* - ^ 

* - Mais il faut que cette unique relation (tg) ne coiiticririe'T^ 

^^,-^.quc laÿarlablê «.,Or, si l’on calcule 8*7-: cnTdifférenlian.t 





■ I- 
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* ^ équations (33) -de la Leçon précéilealc,' si IWpre 

1_ 1>....^ -^6 4 0^\ An 1-ï Af î l'i I i*/\fll1iCO /V /f 





i ^' T T 


%* 

ehd 


on arrive aux deux valeurs. 


■.■■• »,< 

t.•J^ 


{?o) 








’^’dX(X> — RH) = XR>^^a»— pa+r — ‘ ^ 

d’où l’on déduit, en divisant la première par la seconde, 



-R*‘ ^ ,.■. ■ rr . ;T-^=^ 


(X’— I RH)-. . (l^a’a) (i.— c'*)’ 


A -T'' ' 

^^£^||||S£ mais l’équation ( 19 ) peut s'écrire ainsi : V'^ 
- * on a donc, en « seul, ,. v'V^^ 

2 <îy' 27a’ — pa’ -+- I 


- 1 


— RX 


\ R (/x^) _i 2 a/' _ 
(X' — HIJ^ “ / ’ 



/•' (i — «’aill — .è’a)^l — c’a)' 
• jl fc T * * l>ien, par une décomposition facile, 


(fai) 


^' = i 
'/ » 


6 ’ 


l~a*a 1 — '‘6’x 




J» -V “ 

a* : fîS^F, D’où l’on conclut,' par une intégration immédiate, et en 

P» X’ 

P" '♦ remplaçant ensuite a par —, 




jtt:. 


( 22 ) 


a) (T — c’a) 
R’X’ 


F'-: 


'Â.a'-- ' 


( - c (R :i «’X’jilR - ^’X’]: (R"^^t^).’ 


'v:i% 

• »- 


C étant une constante arbitraire de même signe que le dé- T:^- 
uominateur, aün que J"' soit positif pu/ réel. 


■4 
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*Le rac nc#i — 4 7 RP'= D «St pris positivement dans ' 

X(2), et la seconde des formules (29) de fa Leçon précé- ^ 
dente ctaLlil rinégalilé . < ■ ~ 

(23) ?V>RP. ' •'9I0W ! 


I ^ 


.La valeur n” 120 ( 3 o), devant être positive, il faut,^.* 
v\t l’ordre déeroissaut (^ue les deux faclefi»-.- _ ^ 

fi’i* — R, c’«’X’ — P soient de même signé, “et rîuégalité ^ 4 

(23) exige fpt’ils soient positifs; ori'a donc - v* . | 


R 




« *. • 

alors, des trois facteurs du dénominateur de y* (^2), les 
deux premiers sont négatifs, le dernier positif, et là con- 
sta 


ou 


nte Ç^oit être positive, égale à H- £*^i, pour simplifier, , , mÉI * 

désigne:|)ar n le radical • '< 


. 


^ 24 ) ■ — U) — u)(R — c’P) 2=^^ 

00 aura conséquemment 

(234 


^ .XR 


« 

6i : 


„_ 4 =-. / ‘ *'] 

Valeur déTampliliuIy^^i^ En r^uiné, Icà étjua-^ 
^.^tioTfs aux différences particdles) ( 3 ) 'sout'vérifi^s ] 
T^Valeurs (i), où X*a'la>ajenr^(2) quand’ôfr^î-eod. — ^ 


•• ■^1 /-yw^ 

' r .1 ■ 

le coelï^gpt « étant la fonc?^i^( 25 ). Soit UÏa demi-a 


>Xt •* 


4 


>' 


_ . ^ 
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^ plilude de la vibration en M ; X, Y, Z en sont le» projeb- 

• lions, et l’on a 



U’ = X’ y -i- Z’ 


\i1 


)(£)■— 


'r=o.’(UII — V); 

■ •/' mais, d’après la seconde formule ( 20 ) et a (*4)i • 

>R’ 



RH --(i — nVi(l ^ i’a)(i —c’a) 

^ (i’X’ — R).(R — cn>) 

: “ D).’ 

^ ~ Substituant cette valeur, et cJ (^S) dans U’, (aj), on a dé- 

, , f ^finilivement 


V- -V ’(a 8 ) 

f 


V'D vQ’— 4'/*'^’ 


' ■ .# ■-■ pour* représenter la loi des amplitudes des vibrations aux 
' -* difléreuis points du milieu, agité par les ondes progressive^ , 
^MK *'* émaiiéesderori^inedèfe'coordo*)uées,*cenlreuniqued^bran- 
.X"' lement. Celte loi remarquable, et qu’il était diffieile d’éla- 

^ blird’^ne autre inânièie, suirirail'.à elle seule pour justifier 


L-.-. - 

^ la rcclicicbe aualjuique que nous*avons entreprise. Mais, 

jf '** a^anl d’interpréter celte b>i, voyons. quelle cst la direction 

W '• - de la vibration U. 1 ^ ^ - 

I ml ■ X'ïo. Direction des vibrations. — Rappelons ici les équa- 

lions (33) de la Leçon précédente, qui donnent les dérivées 
‘ de X ; on en déduit * 

• rn. *■ rfr . j:(i’-c’)(R-fl»V)' 

A* . m ■’* 

k’v': 


* M 



I . i 1 




vr* 




•J* 


V. -.f 1 ». 
r*^i *■<**>■>■ ^1 1 1 










. 4 

4 * 


r 

■» * 


• ■' U y • 

SU B L’iL4àTlciT'!|r . ^ . *3;9 

• . et, les parenilièses des valenrs ( a^de Y el de Z se calculant 
^ de la môme mdnièret on.a < . * 

A' A- \ 




■A-'i 


Y =*: : — 



yr- 


izj:{r’ — n’) 


Z = 


ixy(n* — 6 ’){R —c’a’) 




Dct 


Désignons par f, cosinus, des angles de direction 

de la vibration U, on àura, en remplaçant o par sa va-"i^’_ 
'leilr (,24) et réduisant. 



.)'z ( ô’ — c’)Y«’X’ — U 
v (i’),=— U) (K - c’À’jvy’-44f/i^^ 


î. ^ 






Ti et ^ se mett^r ^s une forme scniblable. Or, 

sontles coordonnées du point où le OM rencontre la 

j^^ppe iiiterue de la surface des ond’e^ou de l’onde progres- 
dont le^ramètre X (2) est l’uiife.'Les cosinus g, «, Ç 
> peuvcuidoncs’exprimercQjnplétement en fonction dcscooii- 
dbn'flfe^e ce point. C’est dire que tous les poiiVts de ÔM, 
sans'Cxce|ition*. exécutent des vibrations parallèles eptre 
elles. Et l’on-voit facilemcut que le mouvement général Écra 
déüni cwnait le inouvcment particulier des molé 



• . I* 
> , 



coordonnée* du point M,, où la droite üM rencohire la* 
■ * • ^ * 


S .« • 

. V 


r- . 


■r. fi'- :• 
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« 


on trouverait des çosj^s r,, ^ jeyp rime's à- l’aide ^d«s 
coordonndes du point M,, où la d^ipUM rcncontttî 1^ 
^•: nappe c^tterne de la surface des ondes, ët qui définiçait lyie, 

, * > nouvelle direction, coïncidant avec celle des vibrations que 
propagerait l’onde plaire tangente en M,. Pour'^fastattÿ' 

^ ce» coïikSdent^s, H faudrait recourir à de nouvo^ks. for- 
i^^^^niulcs, qui donneraient trop d’extcTmpn^u chÆitto^quc 
nous traitons; d’ailleurs, la discu 5 Sÿn”jui 1 >a SWyR^eul 
se passer de ces résultats. ' 'v-' ’ “ ■t 

" 

* ' \^ku is d<^l amplitude. — l^iciit toujoup M, et M, 

les points où la ligne OM tencbntrâ^lcjdcux^ppes, enve- 
loppante et enveloppée,,deia surface des otfiüs; et repré- 
. sentbns par R, , P, , Q^ct .par R* , Pj, Q, les valeur»’ de». 
-R, P, Q pour ces dë^j^ims ; et étant lajdcux retards 

m ' (i-o 

* ■ '•- » “VW'" 

et en outre, par l’équationMdo la surface des ondes,- 
d’api€s.l»n° 101, * » Q ' 

• i ^ * 

. ^ Q^ ^-Rmi”Î“7j Qi — i^aPï“f 7i" 

• . * . " r ■» 




f • 


V r 
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LASTICITE. 

On déduit de ces dérniè^^ rcl^^ns, 


H, 


- 3a I 

R,-n,\- 


Q;-4?R,P. = (R.P.-y)’-a.Ei.» 

• *T*t» ■’ 

Qî - 4ryR,P, = - R, ?.)•=: PJ (R, R,)^ := 

de telle sorte que D admet les valeurs suivantes : ^ 

D = >î P, ( R, — R, ) l\ P,( R, - R,) = P ( R 
,, /R, -R,\’ ,, _R,\. V|,^ 

De là résulte, pour la demi-ainplil 

13 1 1 ' U U = — - - 

- ' * * 'i.,iibc\ R, — R, 



à' J 


qui appartiennent aux deux vibrations du point M, Jfc re- 
tard de l'une de cês vibrations étant X, = \ /— - S,‘ celui 

V 2f/ 

de l'autre Xj = i . Comme ces deux vibrations sont 

V 27 

indépendantes, et que chacune pourrait exister seule, il 
n’y a aucune dépendance nécessaire entre les deux con- 
stantes E,, e,, lesquelles sont distinctes et quelconc[ues. 

Dans les valeurs (3 1 ), R, et R, sont deux paramètres^ va- 
riables avec la direction de ÜM, mais constants pour tous 

les points de cette ligne. Puisque 

et que R est le carré de la distance üM = les deuÿ valeurs 
(3i) peuvent èU’e réunies dans celle-ci, 

ipj, de tous* les 


(32) . 


qui^ fait voir que l’amplitude 

* ÿ ÉDIT. 


.-■f 
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points d’une même direcfion, Wf^ên raison inverse de la 
distance au centre d’ ébranlement. D’après une formule dé- 
montréç dans la dix-neuvième Leçon, la valeur (32) peut 
se mettre sous la forme 


(33) 




cMsinisine 


I et i' étant les angles que ^la droite Oi\I fait avec les deux 
axofjp()tiques. Celte expression générale de l’amplitude 
de^ÿcpï infinie pom' é= o, r= o, c’est-à-dire sur 

les axes optiques, au centre même de l’ébranlement. 
Mais il lajiit se çappeler.que les projections u, w, w, n°H8, 
se composent chacune de deux termes ayfint respective- , 

r ^ — .^l ' 1’^ 

ment pour laclcurs cosatr -» cos an or, lorsque 



i = P,’ i' =0, /■ = O, ou lorsque le radical y/Q’ — 4 <7 RP 
est nul, ou aï, = ?,, et les facteurs précédents sont égaux; 
ce qu| fait rentrer ces cas extrêmes danstine question d’in- 
détermination que nous traiterons dans la Leçon suivante. 



Digitized by Goo 





süR l’élasticité. 






- VINGT-QUATRIEME LEC®^^ 






Fin des recherches sar la possibilité d'an seul centre d’éÉraslAâS. — Mou- 
Tcment général dos ondes progressives. — Keeessilé d’admé(|^^'éther. — 
Conclusion. — Sur la constitution intérieure des corps solides'. *1i- 


127. Môwement à la surface des ondes, — Toutes 
les molécules de la surface des ondes reçoivent eu mèhie 
temps les ébranlements élémentaires venus du centre; leurs 
vibrations sont donc toujours concordantes, ou sans aucune 
ldi fie ronce de phase. De plus, ces vibrations s’exécutent sur 
les plans tangents à la surface, çt perpendiculairement aux 
rayons; elles sont donc dirigées sur les courbes sphériques, 
0*^103. Mais l’amplitude de la vibration n’est pas la même 
sur toute l’étendue d’une courbe sphérique : car U, ou Uj 
(3i), n" 120, pour ^, = i ou pour i, = i, n’est pas con- 
stant avec R, ou avec R». On peut néanmoins représenter 
le mouvement de toutes les molécules situées sur une même 
courbe sphérique, par des oscillations périodiques de cette 
courbe, accompagnées de dilatations et de contractions li- 
néaires dans les diverses parties. Et les oscillations de 
toutes -les courbes sphériques, avec des amplitudes diffé- 
rentes, représenteront le mouvement qui a lieu sur toute 
la gurface des ondes. j 

De cetlé manière, chaque point oscille ou vibre sur la 
courbe sphérique dont il fait partie. Mais l’extrémité d’un 
axe optique se trouvant à la fois sur deux courbes sphériques, 
son mouvement se distingue de celui de tout autre point : 
les deux courbes le contournent, en quelque sorte, par 
deux arcs opposes, par deux demi-cercle» ou deux demi- 
ellipses, dont les courbures sont extrêmement grandes. De là 



4 


. un mouvement 


• 
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^rt'sul teneur le {>oiut singulier dont il s’^agit, u; 

' coJiiposé, ^j^laire ou blliplique. C’est ainsi que l’on peut 
-Epliqiier et faire disparaître l’indétermination apparente 
niOOTcment des points situés sur les axes optiques.^n 
résuiné^dana^le mouvement généraf que nous voulons dé- 
finir, ^ t^i provient d’un seul centre d’ébranlement, 
gar^^s- points situés sur la surface des ondes, le plus 
grand nombre exécutent des vibrations linéaires; d’autres 
des oscillations curvilignes, et quatre seulement des rota- 
tions autour de leurs po&itions d’équilibre. MaiAtcnant que 
le faiode d’agitation de la surface des ondes est complète- 
ment défini, il reste à en déduire le mouvement général ' 
qui résulterait d’un système d’ondes progressives à deme 
itappes, provenant d’un centre unique d’ébranlement. 


■. 428. Mouvement général des ondes progressives. ~' 
Rappelons d’abord le genre de eoordonnées curvilignes quj 
appartient à la surface des ondes: nous avons vu ( 19 ° Le- 
çon), qu’il existe deux familles de cônes, trajçant sur cette 
surface des courbes orthogonales, et que nous appelons les 
cônes R, et les cônes R, ; un cône R, coupe la nappe 
enveloppante suivant une courbe sphérique, et la nappe 
enveloppée suivant une courbe ellipsoïdale; l’inverse a lieu 
pour un cône Rj. Ces cônes, se conduisant de la même 
manière pour toute onde progressive, quelle que eoft sa 
position, coordopiucnt très-simplement le genre de mouve- 
.ment quenous éfïidions. Plaçons-nous en un point M d’une 
arête commune à deux de ces cônes; si une seule, vibration 
a lieu à l’origine O, le point M exécutera successivement* 
deux vibrations, l’une après uq retard n° 117^ sur. la' 
courbe sphérique du cône R,, l’autre après un retard 
sur la courbe sphérique du cône R, ; ou plutôt, ces deux 
courbe^ feront chacune une oscillation après ces deux re- 
tards respectifs. 
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Supposons maintenant que le centre d’ébranlement pro- 
duise une suite indéBnie d’ondes progressives, et plaçons- 
nous sur>un des cônes R, ou R, ; ee cône est le lieu d’une 
inGnilé de courbes sphériques, tracées par les sphères dont 
1^ centre est en O; lors du mouvement général, toutes ces 
courbes oscilleront', leurs oscillations seront isochrones, 
mais elles auront des phases différentes; le retard ou la 

phase qui correspond à chaque courbe étant 

— 9 ce sera Somme si le mouvement oscillatoire des 

courbes sphériques se propageait, sur la surface du cône, 
avec une vitesse de propagation égale à \/R, ou à y/R,. Le 
mouvement sera le môme sur tous les cônes R, ou R,, mais 
avec des vitesses de propagation dillérentes. EnGn, lemou*^ 
vement, sur chacun des depx axes optiques, résultera d’une 
rotation continue, circulaire ou elliptique, se propageant 
avec la vitesse b. De la coexistence de ces^jÈftStveinents di- 
vers, on conclut complétemenr lô mouvemcnt^vibraloire 
d’un point M du milieu, situé à i^e distance centre 

d’ébranlement î^car les projcctipjJj^l^ w iJèvson dépla- 
'■*- cteirteut, à l’époque t, sont les sommes resj^ctives des pro- 
jections H, , i'i , w, , et M, , r», , IV, de deux déplacements 
périodiques, s’exécutant sur les deux courbes sphériques 

des cônes R, et R,, dont l’arête commune est OAI ; les 

» 

.pjtasès de ce$ deux vibrations sont X, 
leurs amplitudes sont U, et U,, n° 12G. 

■ 129. Nécessité d' admettre V éther. — Mais il existe un 
point, un seul, dont le mouvement reste inconnu; c’est 
l’origine C^l^centrc unique de l’ébranlement, le sommet 
■ 5 
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r 
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de tous les cônes R] et Rf Pour obéir aux lois trouvées, ce 
point devrait exécuter des vibrations d'une amplitude in- 
finie, et cela, dans toutes les directions à la fois, ce qui est 
physiquement impossible. Uoit-on conclure de là que l’hy- 
potbèt;e d’uue suite indéfinie d’ondes progressives produite 
’jiar un seul centre d’ébranlement est inadmissible? Nous 
ne le pensons pas. L’explication des phénomènes optiques 
des milieux biréfringents, fondée sur cette hypothèse, a 
donné trop de preuves de sa réalité, a découvert trop de 
faits nouveaux, pour qu’on puisse la rejeter. 11 faut donc 
chercher une autre conclusion, qui laisse subsister une 
théorie physique, appuyée sur de tels services rendus à la 
science. 

La matière pondérable n’étant pas continue, si l’on dé- 
groupe l’espace qu’occupe le corps biréfringent en polyèdres 
égaux, qui comprennent chacun une seule molécule inté- 
grante, chaque polyèdre élémentaire constituera ce que l’on 
peut ap[>eler le. système d’une molécule. Cela posé, l’ori- 
gine O est occupée pa?^ne molécule pondérable, et il faut 
chercher quel genre d’agitation petit s’établir dans son sys- ' 
Jjème, pour qu’il en résulte, au delà, les oUdes progressives 
dont l’expérience constate les effets. Le mystère est;.^hsi-' 
concentré dans ce système, car, quelque petit que soitV^> 
pourvu qu’il ne soit pas nul, ou bien, quelque voisin de O. 
que soit le point M, pourvu qu’il ne se confonde pas avec 
cette origine, le mouvement de ce point est complètement 
défini. Or, si la matière pondérable existe seule dans le sys- 
tème central, elle est totalement incapable de produire 
l’effet dontil s’agit : puisque, si le milieu vibrant qui pro- 
page la lumière dans le cristal ne se compose que de par- 
ticules pondérables, on est inévitablement conduit à cette 
conséquence, que la molécule O doitcxécuter des vibrations 
d’amplitude infinie dans toutes les directions^^la fois. 11 

y 

*r* . 
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faut donc, nécessairement, que le système central, et par 
suite tout l’espace biréfringent, contienne une autre espèce 
de matière, qui soit le véritable milieu vibrant sous l’in- 
fluence de la lumière; taudis que la matière pondérable ne 
remplit qu^n rôle purement passif, en modifiant, par une 
sorte de résistance, les directions des vibrations et les vi- 
tesses de propagation dans les divers sens. Cette nouvelle 
espèce de matière ne peut être que l’éther, dont l’existence 
■ est démontré par le fait de la propagation des ondes lumi- 
neuses dans lés espaces planétaires. 


130. Possibilité d’un^seul centre d’ébranlement. — 
Puisque l’étber existe danrie syâènm de la molécule cen- 
trale, il est possible de se figurWPWgM de ce 

fluide, capable de produire les^oMfts progressives deux 
nappes. Imaginons que l’éther couches 

d’égal potentiel, ayant, à une certaine distance du centre 
de gravité du système, la forme d’ellipsoïdes homofocaux. 
Lors de l’agitation, une molécule du fluide, située sur une 
de ces couches, est déplacée ; son déplacement se décompose 
en trois projections : l’une normale à l’ellipsoïde qui, occa- 
sionnant, un changement dans la densité du fluide, n’appar- 
tient ças,,à la lumière; les deux autres transversales, et 
dirigées suivant les tangentes aux deux lignes de courbure 
de l’ellipsoïde. Ces dernières projections occasionnent les 
oscillations des lignes de courbure; oscillations qui se pro- 
pagent, avec des vitesses diverses, sur les hyperboloïdes 
s homofocaux, conjugués aux ellipsoïdes, ct^ au loin, sur les 
cônes asymptotiques à ces hyperboloïdes, n° 104. Les axes 
optiques ne sont autres que les asymptotes dc'l’hypcrbolc 
qui passe par les onïbilics ,des ellipsoïdes, et qui propage 
des mouvements rotatoires continus. Dans cette manière 
de concevoir le mouvement général, la molécule pondérable 
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en O est immobile;' son ^uosplière fluide c^rCOiAidérée 
comme occupant tout le cristal, elles autres particules pon- 
dérables, disséminées dans cette atmosphère, s’y meuvent 
comme l’élher qui les entoure ou doAt elles tiennent la 
place. Il se passerait là un phénomène analogue à celui que 
présenierait'une ua'ppe d’eau,’ parsemée de flotteurs cylin- 
driques lestés, si l’on faisait décrire à un seul de ces flotteurs 
plusieurs oscillations verticales : le flotteur ébranlé devien- 
drait le centre d’un système d’ondes circulaires, se propa- è 'S-'* 
géant à la surface du liquide, et les autras’ flotteurs se 
mouvraient comme l’eau ambiante. * f 






là 


131. Conclusion. — Nous voici arrivés au terme de la 
longue recherche que -îiOti%.«vons entreprise, dans le seul 
buL|(hî donner. un exemple de rutiliié que peut offrir la • 
ili'i^rie'^inaihértfaliqi^ de l’élasticité, comme moyen d’ex- 
ploration dans les questions de Physique générale. Nous 
nous étions proposé de reconnaître si la matièie pondérable 
est récdlemeiit le milieu qui vibre et propage la lumière 
daîis li‘s cristaux diaphanes. Il ne peut plus exister de 
' doute sur cette question, car il résulte clairement de notre - 
- analyse que la matière pondérable, seule, est-Gi>ifq>lciement 
incapable de produire les ondes progressives qui ^x|^qtient ' 
les phénomènes optiques des'corps biréfringents, et qui. 
ont fait déc^vrir la plupart de ces phénomènes' Lés ondes ' 
lumineuses sont donc produites et propagées, dans' Icsjcorps . 
diapltanes, par les vibrations d’un fluide impondérabïe,.fc- 
quel ne'peut être que l’élher. Or, ces conséquences impor- « 
tantes ne pouvâie'ut être déduites, d’une' manière certaine 
et rigoureuS^qu’à l’aide dd^ealcul et enpartant de la théo- 
rie de l’é^encilé. L’eî^icalîon que' nous avons ébauchéé* 
au paragr^me précédent, iiécessilerait d’autres recherches 
•y*îq d^ll^es' épreuves. expérimentales, dans le but de 
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reconnaitfe si elle'cSl vraie ou fausse \ toutefois, dés à pré- 
s^t, elle définit^ d’une manière très-«iniple, Je^mouve- 
ment'des ondes progressives à deux nappes, celui qui se 
propage sur les c^es orlliogonaux, et surtout les op- 
tiques; malgré ces avantages, nous ne la donh^jfici que 
pour opposer, à l’Jmpossibillté physique des ondes lumi- 
neuses par la matière pondérable seule, un moyen facile de 
concevoir leur formation par l’éther répandu dans les corps 
diaphanes. ' 


132. Différence avec la théorie de Fresnel. — Nous 
avons exposé la théorie de la double réfraclion^et» suivant 
^ la même niardhe que Fresnel, mais en nous servant^Tc U 
théorie mathématique de l’élasticité, telle qu’dkte existe 
aujourd’hui. Au lieu des formules de cette théorie, Fresnel 
a employé une hypothèse, ou un principe de dynamique 
qu’il aurait examiné de nouveau, s’il n’eût été enlevé pré- 
jr^*T.t.^rt*turément h la science qui lui doit ses progrès les plus 
importànW. Son travail est suffisamment décrit daîts plu- 
sieurs ïiaités de Physique; de son principe hypothéfique 
Y il iJédiMt assez rapidement l’équation qui donne les vitesses 
des ondcs’planes; et il en conclut l’équatiçn de la surface 
des ondes, origine de sa découverte des cristaux à deux 
' axes. Mais il résulte de son point de départ, que la vibra- 
•lion 's’exécuterait, à la surface des ondes, sur les courbes 
ellipsoïdales, et non sur les courbes sphériques; c’est-à-dire 
qu’elle serait parallèle à la projection du' rayon lumineux 
sur l’onde plane tangente à la surface, et non perpcndicur 
laire à ce ï-ayon comme l’indique la théorie de l’élasticité. 

n parait ‘difficile de décider,* pat l’expérience, laquelle ' 
de c^ deux directions est la véritable; car, quelle que soit 
celle que l’on adoptCj,lcs deux rayons réfractés, correspon- 
dant à une même incidence, sont’polarisés à angle droit, et 
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toutes les coii|J|p9^ce$ relatives à la polarisation sont les' 
mèmes^ Daiiÿ leurs recherches analytiques sur la réflexion 
crisuttine, Mac-Cullag et INcwmann ont adopté la vibra- 
tiott.pèrçendiculaire au rayon lumineux, et leurs formules 
paraissent s’accorder avec les faits. Mais, puisque l’éther 
est réellement le milieu dont les vibrations propagent la 
lumière dans les cristaux biréfringents, les formules que 
noua avons exclusivement employées sont sans doute insuf- 
fisantes. La' densité de l’éther peut n’ètre pas la même dans 
toute l’étendue du système d’une molécule; et de là résul- 
terait la nécessité de substituer des fonctions périodiques 
aux coëffîcients constants des N,-, T,-. En outre, les termes 
qui Contiennent les dérivées secondes des déplacements ne 
seraient'’pas négligeables. Or, les formates plus générales 
qui tiendraient compte de toutes ces variations, pourraient 
conduire à des lois différant beaucoup de celles que nous 
avons établies. C’est ce qui paraît résulter des belles re- 
, cherches analytiques de Cauchy, sur ce sujet t^fiScife, 
puisqu’il est conduit à la même conséquence que Fresncl 
pour la direction de la vibration. * r- 

, ’-i-j ■ 


133. Perturbations . — L’expérience vérifie toutes les 
conséquences 'déduites delà forme et^acte de la surface des 
ondes, telles quelcs directions et les vitesses des deux rayons 
réfractés correspondant à toute incidence, à toute position 
'de la face du cristal, et les phénomènes si singuliers des 
réfractions conique et cylindrique; il serait difficile de 
trouver une théorie partielle qui fût plus complètement 
d’accord avefc les faits. Toutefois cet accord paraît cesser 
quand od étudie la dispersionde la lumière dans les milieux' 
biréfringents : l’expérienee constate que les positions des 
axes optiques .varient avec l’espèce de lumière homogène 
-ou avec la durée de la vibration; c’est-4-dire que les posi- 
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lions des axes d élasticité et les grandeurs des vitesses prin- 
cipales a, b, c changent d’une couleur à une autre. Mais 
toutes ces variations, ainsi que le fait de la dispersion dans 
tout milieu diaphane, sont, pour ainsi dire, de l’ordre des • 
perturbations. Ces phénomènes dépendent, comme Fresnel 
l’a fait voir, des termes négligés, de ceux qui contiennent 
les' dérivées d’ordre supérieur des 'déplacements molécu- 
laires; et la théorie, limitée à une première approximation, 
ne pouvait ni les expliquer ni les prévoir. 

* On remarquera combien îl est dilhcile de quitter les* 
ondes lumineuses quand on les aborde sur quelque point ; 
notre but était de prendre un exemple, aussi restreint que 
possible, de l’utilité que peut olfrir là théorie de l’élasti- 
cité comme moyen d’exploration; nous avons choisi ‘la. - 
double réfraction; mais en évitant avec soin de.^touchei' 
aux autres chapitres de la théorie physique de la lumière; . 
c’est pour cela (jue nous avons substitué au principe des 
interférences l’analogie avec les ondes liquides, dans les 
explications préliminaires de la réflexion, de la réfraction 
simple et de la construction d’Huyghcns; que nous nous 
sommes gardé de prononcer les mots de plan de polarisa- 
tion, et beaucûl^ d’autres. Mais, lorsque le but est atteint, . 

. quand le moment du repos est venu, voilà qu’une r^altitiidc 
de questions 'sni^issenl, qui exigent au moins quclqi^kés 
mots de réponse; et tous les chapitres que nous voulions 
évitefS^emblent se mettre de la partie. Malheureusement, 
nous m’avons ni ly^temps, ni surtout la puissance de satis- 
faire à toutes ces exigences. 

M , 134. Sur la constitution intérieure des corps sob‘dés.^jl^ 
Nous terminerons, cette Leçon, etie Cours que nous avons 
entrepris, par quelques réflexions sur la constitution inté-r 
ricure des corps solides. Enonçons d’abord, sans hésitation 
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. . et sans scrupule, line «rpinion.que leifailsjusliGeiit, et qui 
■ , ; a présidé aux iiiéiliodesj et memè rfhx procédés analytiques 

dont nous avons fait usage. C’est que* toutes les questions 
relatives à la Physique moléculaire ont été retardées, pItttAt 
qu’avancées, par l’extension, au niipins prématurée sinou 
fausse, des principes et des lois dé la Mécanique céleste. 
Les géomètres, préoccupés par l’immense travail néces- 
saire pour compléter la découverte de Newton, habitués à 
trouvée l’explication mathépiati(|uedc tous les phénomènes 
• 'céiestcâ dâns le principe ^â*1a pesanteur uMversellc, ont 
fini par se persuader que l’attraction, ou la litière pondé- 
' • 0 ^' rable- seule, devait paj^llement expliquer la plupart des 
phénomènes terresft«,-^ussi l’ont-ils prise pour point de 
départ de leurs recherches sur les dilférentes parties de la 
Physique, dc'^tj^ Ig.'lj iéoric de la capillarité, jusqu’à celle 
^ . de l’élasticité. Il, est ?anÿdoute probable que les progrès de 
la Physique générale enduiront un jour à un principe, 
analogue à celui de la pesanteur universelle, dont ce dernier 
ne sera même qu’un corollaire, et qui pourra servir de base 
à uïTe théorie rationnelle, embrassant à la fois les deux 
Mécaniques, céleste et terrestre. Mais, présupposer ce prin- 
ciM inconnu, ou vouloir le conclure en càj^'r d’une ^eule 
dc^îs parties, c’était retarder, pcul-^f'e pow l^gîtrmps, 
l’époque de sa découverte. ' *. 

Quand la science de la Mécanique inolécnlâirfe sera de- 
venue rationnelle dans toutes ses parties, la constitution in- 
térieure des corps ou des milieux pondérables fcrf'J^bjet 
du dernier de scs chapitres, de celui qiii devra s’appuyer sur 
tbus lerf autres. Il sera donc pour longtemps impossible de 
s’eti''faire une idée complètement satisfaisante, ^cpen d^t it 
cette idée, toujours remaniée et toujours imparfaite, pré- 
side à toute' élude des phénomènes* naturels. C’est en elle 
que viennent se coiicciurer toutes les diflicMlés, tous les. 
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cloutes que le physicien et le chimisté^ncoptrentdjns leurs 
travaux do-MfiiJierche. C’e^dans le but de l’éclair^, dç.l» 
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définir» qi^^lés^us illusti^s géomèlres^oni entr^ris tant 
de travaux inlî'ûctueux. Est-ce une énigme à jamais* iuso-^ V* 
lubie? A cette question il faut répondre : Oui, si l’on ne ♦. 
veut admettre que la matière pondérable; non, si l’on ad- 
met en outre l’existence de l’ctber.'’ i Jùf ' ■» » 

Si, de la matière pondérable clle-môme, émanent les 
forces attractives et répulsives, tjui rapproAcnt c^41oignent 
ses particules, il faut que ces forces opj^ées^arient de 
telle manière, que le système de deux njôreenl^sc.ulement . 
j^ssc être en équilibre pour un grand nombre dlintCrvaUes ' 
dilférciits; et que le corps solide formé par le groupement 
d’un grand nombre de molécules ait la même dcns’ité^à. la • 
surface qu’à l’intérieur, quelles que soient d'aiH6urs.^Ia 
ligure et les dimensions de ce corps. Sinon le fait de la crîs.r 
lallisalipii, et rhoniogénéilé des cristaux dans toutes leuH^ 
parties, ne s’accorderaient pas avec l’hypotbèse posée. Maia^ 
il est difficile, pour ne pas dire impossible, d’iniaginer»des. , 
fonctions rc])réscntant les forces dont il s’agit, et qui puis- 
sent satisfaire complètement à toutes ces conditions. On est^ 
inévitablement conduit à admellrer des intervallcs^plui^^ •* 


grands pour les molécules voisin^ de la surfaçe, d’où r<^. 
sultcrait une diminution do densil^que l’cxgérience^ijj’a, 

* * ^ ^ 1 ^ K ^ 1 A * a A A —Y —.V « « S • V K A * ■ n t 1 yk H V 



1 particules pour 
jdérables, on- peut se rendre compte, cocnmc-i L s u it, de Ift 
constitution intérieure des corps soli^jrfj^^ap^mre 
d'admetlrè des variations dâiÂ les uitervallès nîûléculaires 
etsl ce prttdier pas nous ifesscJ^pcore^norjnément loin de ' 

1’ (Explication, ou de la dé^miiou complète, ort setit qa’il est^ 

» * * * . • 
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réellement dirigé sur 1* roule qui doit y conduire. Rappe- 
lons d’à^ord le phénomène des attractions et des. répulsions 
ap^rentes des corps légers à la sui'facc'dqoBSi^ 

, une mulliiudétle flotteurs cylindriques, l^é^e manière à 
rester verticaux, tous semblables, de même nature, et d’un 
très-petit diamètre; par lotir action capillaire, ils dépriment 
ou exhau^eut tous le liquide près de leur ligne de flot- 
taison'; lorsqu’on lés rapproche suffisamment, ils s’attirent, 
et restent en qq^que sorte collés les uns contre les autres, 
de mauièi4*à cd&poser un amas de forme quelconque', une 
sorte de lame qui's^ meut tout d’une pièce; on ne distingue 
aucune différence entre les intervalles des flotteurs rénuis, 
vers le milieu de la lame," et près de ses bords ; le liquide"' 
interposé y esfseul inégalement abaissé ou.elevé. D’après 
^^l’hypothèse nouvelle, l’agglomération dcinoléculcs, qui con- 
stitué un corps solide, serait analogue à la lame formée par 
;liBS*flotteurs dans l’eXpérience que. nous venons de décrire : 
.'*1!’éther y jouerait le rôle du liquide; les actions répulsives 
bu attractives exercées par la matière pondérable sur le 
fluide remplaceraient Raction capillaire; les intervalles 
moléculaires pourraient être les mêmes dans toute l’étendue 
^du corps; la densité de l’éther, analogue à la hauteur du 
liquide, serait seule inégale. Nous ne déduirons aucune 
conséquence de cette analogie. Nous voulions seulement ■ 
montrer que, si* l’ancienne hypothèse est impuissante et 
stérile,'la nouvelle présente au eontraire une vérîiablè'îé^ 

, .-condiié, dont il sera nécessaire de bien diriget.remploi.* ■ 
_Quôi qu’il en soit, l’existence du fluide élhéré est incon- 
testablement démontrée, par, la propagation 'de la lumfère- 
dâns l^«4^iaçcs' planétaires, par l’explication si simple, si 
J*^pljéhomènes de là diffraction dai^jA^théorie. 

i,Vomme nous l’avons vu‘ les lois^-S? doub^.. 

I jilpûuYent de certitude-que l’éther 
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• existe dans tous les milieux diaphanes. Ainsi la matière 
jK)ilÛérable n’est pas seule dans, l’univers, ses particules 
nagent en quelque sorte au milieud’uu fluide. Si cê fluide 
n’est pas la cause unique de tous les faits observables, 'il 
doit au moins les_ modifier, lès proj^éi]i;4ompliquer leurs' 
lois. Il n’est donc plus possible d’jji^-iver à une explication 
rationnelle et complète des pliénomSies de la nature phy- 
sique, sans faire intervenir cet agent, dont la .présence est 
inévitable. On n’en saurait douter, celte intervention, sa-'t 
gement conduite, trouvera le secret, ou'la véritable cause 
des eflets qu’on attr^^g^an calori^e, à l’électricité, au 
magnétisme, è l'attraction universelle, à la cohésion, aux- 
affinités chimiques; car tous ces êtres mystérieux et incom- 
’^eusibles ne sont, au fond, que des hypothèses de 
TcooKliation, utiles sans doute à notre ignorance actuelle, 
^ais K|^jprogrès de la véritable science finiront par 
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